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Цель работы:

• Экспериментальные и натурные данные 
говорят о том, что фонтаны, возникающие 
при распространении вертикальных плавучих 
струй в стратифицированной жидкости 
способны генерировать внутренние волны 
(Бондур и др. 2006, Keeler at al. 2005, 
Троицкая и др. 2008). 

• Целью работы является прямое численное и 
теоретическое моделирование динамики 
фонтана, образующегося при проникновении  
вертикальной струи нейтральной плавучести 
сквозь пикноклин



Williamson et al.
JFM 608 (2008):
Flapping mode



Williamson et al.
JFM 608 (2008):
Bobbing mode



Карликов, Трушина 
ДАН (1998)
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Основные уравнения

Уравнения Навье-Стокса в приближении Буссинеска:

Уравнение для плотности :
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Исходный профиль плотности:



Основные параметры DNS

Число Рейнольдса

Число Фруда 

DNS выполнялось при 0 < Fr < 9 and Re = 400
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Описание численного метода

Интегрирование основных уравнений проводится на равномерной
сетке размером 200 x 200 x 200 с шагом 0.15 по каждой координате
и шагом по времени 0.015. На боковых и верхней границах ставится
граничное условие Неймана по всем координатам. На нижней 
границе (при z=0) ставится граничное условие для скорости в виде:

( )( )),,()(4exp),,( 22 tyxUyxtyxU fiiz
b
i ++−= δ

при амплитуде флуктуаций 0.001. В начальный момент времени
Поля скорости и плотности полагались равными 0. Адиабатически
«включалось» граничное условие для скорости. Установление ста-
тистически стационарного течения происходило при t > 120.
Далее вычисления проводились на интервале времени, включаю-
щем 5-6 периодов внутренних волн, генерируемых в пикноклине. 



Fr = 2.5
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Средние поля и флуктуации скорости и плотности. 
Fr = 7
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Изопикническая поверхность 0),( zyxZ −ρ при ρ =1.5

y
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ZFr = 4
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Спектры осцилляций изопикнической поверхности в области 
верхушки фонтана и внутренних волн в пикноклине на расстоянии 

10 безразмерных единиц от центра фонтана 
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Зависимости от Fr высоты фонтана

дисперсии и частоты осцилляций верхушки фонтана

амплитуды внутренних волн
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Высота турбулентного фонтана Turner  (1966)

Высота ламинарного фонтана 

FrZ t
m ~

( ) 22 ~//~ FrDgUZ l
m ρρ∆

2/3~ FrZ mВысота нестационарного фонтана

( )
2/1

2







 −=∆ cZ FrFr
α
γ

Аппроксимация для дисперсии

22
Z ~)/(~  −∆Ω FrUgD ρρАсимптотика для частоты



Конкуренция мод колебаний осциллирующего 
фонтана

Представим поле скорости осциллирующего фонтана при малой надкри-
тичности в виде суммы стационарного решения и двух мод колебаний:

{ }),,()(),,()(Re),,(),,,( 221100 zyxUtAzyxUtAzyxUAtzyxU iiii ++=

( )titAtA 2,12,12,12,1 exp)()( ωβ −≡

где амплитуды мод :

( )2,12,12,1 FrFr −= γβ

21 FrFr <

2,12,1 βω >>

Будем полагать

2,121 βωω >>−

В случае малой надкритичности предположим также

и



Конкуренция мод колебаний осциллирующего 
фонтана

С учетом нелинейного самовоздействия и взаимодействия мод
усредненная по «быстрым» осцилляциям система уравнений
для амплитуд мод имеет вид:

Выполним замену переменных:

Введем «медленное» время:
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1 )(2 AArAAFrFr
dt
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2

2

2

12

4

22

2

222

2

2 )(2 AArAAFrFr
dt

Ad
−−−= αγ

( ) 11
1

12

1

2
mFrFrA −=

α
γ ( ) 21

2

12

2

2
mFrFrA −=

α
γ

( )tFrFr 112 −= γτ



Конкуренция мод колебаний осциллирующего 
фонтана

Система уравнений для амплитуд мод:

и введен  новый «управляющий» параметр:

при

211
2
11

1 mmRmm
d

dm
−−=

τ

212
2
22

2 mmRmm
d

dm
−−= µ

τ

1,22,12,1 /αrR =

)(

)(

11

22

FrFr

FrFr

−
−

=
γ
γµ

где

12 / γγµ ≤<∞− ∞<≤ FrFr1



Решения для амплитуд мод

- стационарный фонтан, неустойчиво при( ) ( )0,0, 21 =mm 1FrFr >

( ) ( )0,1, 21 =mm - генерируется 1я мода, устойчиво при 2R<µ

( ) ( )µ,0, 21 =mm - Генерируется 2я мода, устойчиво при 1/1 R>µ

( ) 








−
−

−
−

=
21

2

21

1
21 1

,
1

1
,

RR

R

RR

R
mm

µµ
-двухмодовый режим

121 <RRустойчив при («слабая» связь мод)

В случае 121 >RR («сильной» связи мод) двухмодовый режим 

неустойчив, и при 21/1 RR << µ решение бистабильно



Решения для амплитуд мод 
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Fr Fr
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Сравнение с результатами 
численного моделирования 

(символы)

2 4 6 8 10 12

0

0.4

0.8

1.2

1.6

Fr

Z ( ) 2/12

2

2

1 AAZ +=∆

41.0
2

1

1 ≈
α
γ

45.0
2

2

2 ≈
α
γ

6.31 ≈Fr 8.42 ≈Fr

21 ≈R 47.02 ≈R



Заключение

При достаточно больших числах Фруда (Fr)
фонтан совершает автоколебания, 
сопровождающиеся генерацией внутренних 
волн в пикноклине. Можно различать две 
моды автоколебаний. Частота осцилляций 
фонтана монотонно уменьшается с ростом Fr 
и совпадает с частотой внутренних волн. 
Зависимость амплитуды осцилляций 
фонтана хорошо согласуется с решением 
теоретической модели конкуренции двух мод 
в режиме мягкого самовозбуждения.




