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Введение

Изучение фундаментальных свойств астрофизической плазмы помогает понять детальную
эволюцию плазменных объектов, наблюдаемых во Вселенной, таких как Солнце, звезды, планет
ные системы, галактики и скопления галактик. В последнее время активно развиваются теоре
тические и численные исследования, направленные на решение проблемы описания и изучения
многомасштабных течений астрофизической плазмы путем исследования общих свойств, харак
теризующих объекты во Вселенной. Изучением плазменных объектов и сред за пределами земной
атмосферы занимается такая наука, как плазменная астрофизика. Целый ряд новых приложений,
возникших в последние годы, актуализирует задачу изучения крупномасштабных магнитогидро
динамических течений. С одной стороны, магнитная гидродинамика вращающихся течений яв
ляется предметом исследования в области нелинейной динамики, как самостоятельного раздела
теоретической физики. Поэтому результаты диссертационной работы самодостаточны и имеют
непосредственное фундаментальное значение. С другой стороны, изучение таких течений имеет
непосредственное отношение к астрофизике. Полученные в работе теоретические результаты име
ют большое значение для понимания и предсказательного моделирования вращающихся астрофи
зических объектов. Течения в плазменной астрофизике, так же как течения в геофизике, как прави
ло, являются стратифицированными. Учет стратификации в магнитогидродинамических моделях
вращающейся плазмы важен для анализа множества астрофизических объектов и явлений, напри
мер процессов в солнечном тахоклине [1, 2, 3, 4, 5, 6], устойчивостратифицированных областей в
недрах звезд (излучающей зоны) [8] и планет (внешний жидкий слой ядра) [9], астрофизических
дисков [13], экзопланет [14], осцилляций вращающихся звезд и Солнца [10, 11, 12], в частности
осцилляций Rмоды [43, 44, 45]. Кроме того, учет стратификации позволяет существенно расши
рить возможности для интерпретации имеющихся данных наблюдений крупномасштабных волн
Россби на Солнце [11, 15, 16, 17, 12, 46].

На самых больших масштабах плазменная среда испытывает воздействие гравитации и вра
щения. Полная система уравнений магнитной гидродинамики вращающейся плазмы в поле силы
тяжести представляет собой практически неразрешимую проблему, как для аналитического иссле
дования, так и для численного моделирования. Поэтому актуальна разработка приближенных мо
делей, описывающих течения астрофизической плазмы на глобальных масштабах. Эффективной
моделью для описания непрерывно стратифицированной плазмы является модель n слоев плазмы
различной плотности, наложенных друг на друга [18, 19]. Приближение мелкой воды является од
ним из основным магнитогидродинамических приближений, используемых для изучения крупно
масштабных процессов во вращающейся астрофизической плазме. Магнитогидродинамические
уравнения мелкой воды используются для описания космической и астрофизической плазмы и
являются аналогом уравнений мелкой воды в геофизической гидродинамике. При выводе маг
нитогидродинамических уравнений в приближении мелкой воды из полной системы уравнений
магнитной гидродинамики несжимаемой плазмы усреднением по высоте слоя предполагается,
что распределение давлений удовлетворяет условию гидростатики, а толщина рассматриваемо
го слоя плазмы мала по отношению к характерному горизонтальному линейному размеру задачи
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[3, 20, 21, 22, 23, 18, 24]. Большое число работ посвящено изучению волновых процессов в при
ближении мелкой воды [5, 6, 12, 15, 20, 21, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].

Когда рассматривают крупномасштабные течения при наличии вращения в магнитогидроди
намическом приближении мелкой воды, выделяют волны магнитоПуанкаре [33, 28, 31] и волны
магнитоРоссби [30]. Волны магнитоПуанкаре возникают во вращающихся течениях под дей
ствием силы тяжести и магнитного поля. Наряду с волнами магнитоПуанкаре в магнитной гид
родинамике вращающейся плазмы возникают магнитострофические волны [33, 28, 31], восстанав
ливающими силами которых являются сила Кориолиса, сила Лоренца и сила гравитации. Волны
магнитоПуанкаре являются аналогом магнитогравитационных волн в плазме при наличии вра
щения. В работе [28] показано, что условия синхронизма для волн магнитоПуанкаре и магнито
строфических волн обеспечивают их трехволновые взаимодействия и развита слабонелинейная
теория. Найдены нелинейные взаимодействия трех волн магнитоПуанкаре; трех магнитострофи
ческих волн; двух волн магнитоПуанкаре и одной магнитострофической волны и двух магнито
строфических волн и одной волны магнитоПуанкаре.

Волны магнитоРоссби — крупномасштабные волны, возникающие вследствие неоднород
ности силы Кориолиса в зависимости от широты на сфере, распространяющиеся вследствие со
хранения полной завихренности во вращающейся плазме, по аналогии с нейтральной жидкостью
[36, 37, 38, 47, 48]. Волны магнитоРоссби определяют крупномасштабную динамику солнца и
звезд [2, 5, 6, 49, 50, 51, 52, 53], динамику магнитоактивных атмосфер экзопланет, захваченных
приливами от несущей звезды [54, 55, 56] и атмосфер нейтронных звезд [57, 58, 59, 60, 61], те
чения в аккреционных дисках нейтронных звезд [62]. Несмотря на сложность наблюдения волн
Россби в астрофизической плазме, они недавно были обнаружены на Солнце [15, 16, 63]. Отме
тим также ряд исследований о влиянии волн магнитоРоссби на солнечные сезоны [12, 46, 64, 65]
и космическую погоду [66, 67]. Кроме того, отметим работы с исследованиями, косвенно ука
зывающими на существование волн Россби на Солнце [68, 69, 70, 71, 72]. В работах [25, 30, 73]
волны магнитоРоссби исследованы в приближении βплоскости для силы Кориолиса. Приближе
ние βплоскости описывает вращающиеся сферические течения плазмы в локальной декартовой
системе координат. В этом случае параметр Кориолиса слабо меняется при малых изменениях
широты и раскладывается в ряд до первого порядка по широте. Слабонелинейная теория волн
магнитоРоссби в магнитогидродинамической модели однослойной мелкой воды развита в [30],
при наличии крупномасштабной сжимаемости в [73]. В работе [25] развита линейная и слабоне
линейная теория волн магнитоРоссби во вращающейся стратифицированной плазме в магнито
гидродинамической двуслойной модели мелкой воды. В работах [25, 30, 73] исследованы условия
синхронизма и найдены нелинейные взаимодействия трех волн магнитоРоссби. Нелинейные вза
имодействия волн магнитоРоссби связывают с длительностью солнечного цикла. Нерегулярные
переходы по амплитудам волн напоминают наблюдаемые временные ряды солнечной активности
[53]. Приближение βплоскости развито для упрощения теории сферических волн Россби. Тем
не менее заметим, что представление силы Кориолиса в таком приближении содержит слагае
мое, не зависящее от широты, которое обеспечивает существование волн магнитоПуанкаре на
βплоскости. Такие волны магнитоПуанкаре не исследовались в работах [33, 5, 25, 30, 73], хо
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тя их нелинейные взаимодействия могут быть важны для интерпретации различных явлений в
плазменной астрофизике.

Магнитогидродинамическая теориямелкой воды является двумерной, что исключает не толь
ко вертикальные компоненты скоростей и магнитного поля, но и учет вертикального изменения
их горизонтальных составляющих. Таким образом, не являясь трехмерной, магнитогидродинами
ческая система уравнений в приближении мелкой воды не может полностью описывать важный
для астрофизики случай устойчиво и непрерывно стратифицированного слоя плазмы. В диссер
тационной работе сделан существенный шаг вперед в изучении трехмерных волновых процес
сов в магнитогидродинамических течениях вращающейся стратифицированной плазмы, являю
щийся принципиальным для реальных течений с непрерывной стратификацией. Как хорошо из
вестно в геофизической гидродинамике стратифицированных вращающихся течений возникают
инерционногравитационные волны в следствие двух восстанавливающих механизмов – враще
ния и стратификации. В случае магнитных течений волновая картина гораздо богаче в следствие
наличие дополнительной восстанавливающей силы, а именно силы Лоренца, наряду с силой Ко
риолиса и силой плавучести [76]. Кроме того, учет трехмерности позволяет детально исследовать
волновые процессы в магнитогидродинамике стратифицированной плазмы с учетом горизонталь
ной составляющей силы Кориолиса, что является особенно принципиальным при изучении эква
ториальных течений. Отметим, что волны Россби [11] обнаружены именно в экваториальной зоне
Солнца. Для учета горизонтальной составляющей вектора Кориолиса используются приближения
нестандартных f  и βплоскостей [78, 38]. Для изучения устойчивостратифицированных течений
как нейтральной жидкости [77, 78, 79], так и астрофизической плазмы [80, 81, 82] широко исполь
зуется приближение Буссинеска. Отметим, что приближение Буссинеска работает, когда градиент
плотности пропорционален только градиенту температуры, и описывает несжимаемые стратифи
цированные течения [37]. Вариации плотности и температуры в приближении Буссинеска должны
быть небольшими. Таким образом, приближение правильно описывает несжимаемую жидкость,
но также учитывает изменения плотности [83]. В [84] показано, что уравнения магнитной гидроди
намики в приближении Буссинеска представляют собой систему уравнений несжимаемой плазмы
с градиентом температуры, близким к адиабатическому, и отфильтровывают быстрые (акустиче
ские) волновые процессы. В [85] приближение Буссинеска было расширено за счет включения пе
ременных магнитных полей. В приближении Буссинеска для нейтральной жидкости флуктуации
давления не учитываются в уравнении состояния. В магнитных уравнениях Буссинеска флуктуа
ции полного давления (магнитного и теплового) попрежнему считаются небольшими.

Важным принципиальным отличием течений астрофизической плазмы является свойство
сжимаемости, характеризующее большинство наблюдаемых объектов во Вселенной. Отметим,
что первые экспериментальные наблюдения крупномасштабных течений астрофизической плаз
мы выполнены на основе изучения магнитных полей или методами астросейсмологии, что есте
ственным образом мотивирует развитие магнитогидродинамической теории с учетом как эффек
тов сжимаемости, так и эффектов магнитных полей. Учет сжимаемости в магнитогидродинами
ческих моделях вращающейся плазмы существенно повышает возможность интерпретации аст
росейсмологических данных, например, данных о широтной зависимости собственных мод сол
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нечных осцилляций [11]. В работах [86], [87] выведена система уравнений мелкой воды для ней
тральной жидкости с учетом крупномасштабной сжимаемости, и затем в [73] обобщена для маг
нитогидродинамических течений. В работах [88, 113] волновые процессы в сжимаемых течениях
исследуются в неупругом приближении (anelastic approximation). В таком приближении акусти
ческие волны отфильтрованы, а градиент плотности зависит как от градиента давления, так и от
градиента температуры [89].Магнитогидродинамическая система уравнений в неупругом прибли
жении не содержит акустических волн и получается из полной системы сжимаемых уравнений
магнитной гидродинамики в предположении малых возмущений плотности и описывает течения
с малыми числами Маха.

Подробный качественный анализ эффектов малых чисел Маха в астрофизике приведен в
работе [90], которая посвящена разработке нового численного алгоритма для описания объектов
плазменной астрофизики. В [90] приведено краткое, но информативное сравнение различных ти
пов приближений, используемых при численном моделировании течений с малым числом Маха.
Наиболее простым является приближение несжимаемой жидкости, предполагающее постоянство
фоновой плотности и давления по координате. В данном приближении при движении плотность
жидкости можно считать постоянной вдоль всего объема жидкости в течении всего времени дви
жения. Следующим важным приближением при условии несжимаемого потока жидкости является
приближение Буссинеска. В нем попрежнему считается постоянным фоновое состояние, однако
в уравнении импульса при массовых силах включены эффекты плавучести. Как в несжимаемом,
так и в приближении Буссинеска уравнение непрерывности переходит в условие бездивергент
ности поля скоростей в силу отсутствия эффектов сжимаемости. Следующие два приближения,
неупругое и псевдонесжимаемое, основаны на стратифицированном фоновом состоянии (исход
ном состоянии равновесия). В обоих этих приближениях элемент жидкости может расширяться
или сжиматься при движении по вертикали относительно фонового состояния в ответ на измене
ние давления окружающей среды. Уравнение непрерывности в неупругом приближении является
условием бездивергентности произведения фоновой плотности и скорости. Уравнение непрерыв
ности в псевдонесжимаемом приближении имеет более сложный вид, а именно ненулевую дивер
генцию произведения скорости и фонового давления, возведенного в степень 1/γ (γ = cp/cv —
показатель адиабаты). При этом уравнения в псевдонесжимаемом приближении сводятся к урав
нениям в неупругом приближении в случае малых возмущений плотности и температуры, но сами
по себе не предполагают малости таких изменений. Кроме того, псевдонесжимаемые уравнения
учитывают локальные эффекты нагрева.

Впервые неупругое приближение предложено в [91] для решения задач геофизической гид
родинамики. В [91] с использованием масштабного анализа приведен вывод уравнений на осно
ве предположения о том, что распределение давления, плотности и потенциальной температуры
газа всегда близки к модели адиабатически стратифицированной атмосферы, а временной мас
штаб определяется частотой БрентаВяйсяля. Такие предположения и приближения при выво
де уравнений привели к отсутствию в них акустических волн, хотя это не было непосредствен
ной целью исследования. Задача о фильтрации акустических волн в крупномасштабных моделях
геофизической гидродинамики была впервые сформулирована в работе [92] с целью упростить
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численное моделирование тепловой конвекции в геофизике, поскольку присутствие акустических
волн в полной сжимаемой системе уравнений требует очень малого временного шага в числен
ной схеме конечноразностного интегрирования. Отметим работу [93], в которой показана воз
можность использования неупругого приближения для исследования внутренних гравитацион
ных волн при малых числах Маха, а также работы [94, 95, 96, 97, 98], в которых исследуются ма
тематические свойства неупругого приближения для течений нейтральной жидкости. Упомянем
работы по развитию теории неупругого приближения в рамках задач земной конвекции и геодина
мо [99, 100, 101, 102], которые инициировали применение неупругого приближения для изучения
астрофизических течений. Говоря о развитии неупругого приближения в астрофизике и физике
планет отметим работы [103, 104], в которых используется неупругое приближение в нейтральной
жидкости, и работы [105, 106, 107, 108, 109, 110, 111], в которых используются магнитогидродина
мические уравнения в неупругом приближении для исследования конвекции и динамо на Солнце
и в звездах.

Цели работы

1. Развитие магнитогидродинамической теории в приближении двуслойной мелкой воды и
приближении Буссинеска для описания крупномасштабных вращающихся течений плазмы
с устойчивой стратификацией. Расширение теории в приближении Буссинеска на случай
четырех различных приближений силы Кориолиса: приближение стандартной f плоскости,
приближение нестандартной (с учетом горизонтальной компоненты вектора Кориолиса) f 
плоскости, приближение стандартной βплоскости и приближение нестандартной β плос
кости.

2. Развитие теории линейных волн во вращающихся магнитогидродинамических течениях с
устойчивой стратификацией в приближении двуслойной мелкой воды во внешнем верти
кальном и в горизонтальном магнитных полях, а также в приближении Буссинеска. Иссле
дование дисперсионных соотношений волн магнитоРоссби, волн магнитоПуанкаре, маг
нитных инерционногравитационных волн и магнитострофических волн, развитие слабоне
линейной теории взаимодействий волн и анализ неустойчивостей типа распад и усиление.

3. Развитие магнитогидродинамической теории в неупругом приближении для описания круп
номасштабных сжимаемых вращающихся течений плазмы с устойчивой стратификацией,
расширение теории на случай четырех различных приближений силы Кориолиса: прибли
жение стандартной f плоскости, приближение нестандартной f плоскости, приближение
стандартной βплоскости и приближение нестандартной β плоскости.

4. Развитие теории линейных волн в сжимаемых вращающихся магнитогидродинамических
течениях с устойчивой стратификацией в неупругом приближении в четырех приближениях
для силы Кориолиса. Исследование дисперсионных соотношений магнитных инерционно
гравитационных волн, магнитострофических волн и волнмагнитоРоссби, сравнение со слу
чаем несжимаемых течений в приближении Буссинеска, развитие слабонелинейной теории
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взаимодействий волн и анализ неустойчивостей типа распад и усиление.

Научная новизна

Впервые система магнитогидродинамических уравнений в приближении двуслойной мелкой
воды во внешнем вертикальном магнитном поле получена из полной трехмерной системы уравне
ний магнитной гидродинамики для случая стратифицированных вращающихся течений. Впервые
исследованы волны магнитоПуанкаре на βплоскости, найдены новые дисперсионные соотно
шения для волн магнитоПуанкаре и магнитоРоссби с учетом эффектов стратификации. Впер
вые сформулирована задача о реализуемости трехволновых взаимодействий для волн магнито
Пуанкаре и магнитоРоссби на βплоскости в приближении мелкой воды. Исследовано влияние
стратификации на групповые и фазовые скорости волн магнитоПуанкаре и магнитоРоссби. По
казано наличие нелинейных трехволновых взаимодействий волнмагнитоПуанкаре и волнмагнито
Россби, вычислены коэффициенты взаимодействия трех волн. Найдены инкременты неустойчи
востей типа распад и усиление.

Впервые система магнитогидродинамических уравнений вращающейся стратифицирован
ной плазмы в приближении Буссинеска исследована сразу для четырех различных приближений
силы Кориолиса (стандартные f  и βплоскости, нестандартные (с учетом горизонтальной со
ставляющей вектора Кориолиса) f  и βплоскости). Впервые в рамках полученных уравнений ис
следованы магнитные инерционногравитационные волны, магнитострофические волны и волны
магнитоРоссби. Показано нарушение условия перпендикулярности групповой скорости волно
вому вектору для магнитных инерционногравитационных волн в следствие наличия магнитного
поля. Показано наличие нелинейных трехволновых взаимодействий найденных новых типов волн,
получены коэффициенты взаимодействия и инкременты неустойчивостей типа распад и усиление.

Впервые система магнитогидродинамических уравнений сжимаемой вращающейся плазмы
в неупругом приближении получена из полной трехмерной системы уравнений магнитной гидро
динамики для случая сжимаемых течений. Система является новой, так как содержит одновремен
но силу Кориолиса и магнитное поле, а также предполагает постоянное ненулевое магнитное поле
в исходном состоянии равновесия. Кроме того, полученная система впервые исследована сразу для
четырех различных приближений силы Кориолиса (стандартные f  и βплоскости, нестандартные
(с учетом горизонтальной составляющей вектора Кориолиса) f  и βплоскости). Найдены новые
типы волн в сжимаемых вращающихся течениях астрофизической плазмы с линейным профилем
энтропии: магнитные инерционногравитационные волны, магнитострофические волны и волны
магнитоРоссби. Показано отличие от их аналогов в несжимаемых течениях в приближении Бус
синеска. Кроме того, обнаружены магнитные инерционногравитационные и магнитострофиче
ские волны с принципиально новыми дисперсионными соотношениями. Показано наличие нели
нейных трехволновых взаимодействий найденных новых типов волн, получены коэффициенты
взаимодействия и инкременты неустойчивостей типа распад и усиление.
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Практическая и научная ценность работы

Полученные магнитогидродинамические уравнения двуслойной мелкой воды представляют
собой единственную возможность самосогласованного учета внешнего магнитного поля и страти
фикации. Учет стратификации в магнитогидродинамических моделях мелкой воды для вращаю
щейся плазмы важен для анализа осцилляций Rмоды во вращающихся звездах и на Солнце и поз
воляет существенно расширить возможности для интерпретации имеющихся данных наблюдений
крупномасштабных волн Россби на Солнце. Также найденные в работе резонансные взаимодей
ствия волн магнитоПуанкаре и магнитоРоссби на βплоскости могут оказаться принципиально
важными для интерпретации различных явлений в плазменной астрофизике, в особенности сол
нечных сезонов.

В полученныхмагнитогидродинамических уравнениях в приближенииБуссинеска учет трех
мерности позволяет детально исследовать волновые процессы в магнитогидродинамике страти
фицированной плазмы. Кроме того, произведенный в уравнениях учет горизонтальной составляю
щей силы Кориолиса является особенно принципиальным при изучении экваториальных течений.
Отметим, что волны Россби обнаружены именно в экваториальной зоне Солнца.

Полученныемагнитогидродинамические уравнения сжимаемой вращающейся плазмы в неупру
гом приближении важны для анализа процессов в солнечном тахоклине, устойчиво стратифициро
ванных областях в недрах звезд (излучающей зоны) и планет (внешний жидкий слой ядра), астро
физических дисках, экзопланетах, а также для анализа осцилляций вращающихся звезд и Солнца.
Отметим, что первые экспериментальные наблюдения крупномасштабных течений астрофизиче
ской плазмы выполнены на основе изучения магнитных полей или методами астросейсмологии,
что естественным образом мотивирует развитие магнитогидродинамической теории с учетом как
эффектов сжимаемости, так и эффектов магнитных полей.

Полученные в диссертации результаты могут быть полезны при планировании космических
миссий и астрофизических наблюдений.

Обоснованность и достоверность полученных результатов

Вывод уравнений мелкой воды магнитной гидродинамики осуществлялся методом усред
нения по глубине слоя исходной системы уравнений, широко используемым и хорошо себя за
рекомендовавшим в геофизической гидродинамике и в физике планетных атмосфер. Получен
ная система магнитогидродинамических уравнений в приближении двуслойной мелкой воды во
внешнем вертикальном магнитном поле в частном случае переходит в классические уравнения
нейтральной жидкости и широко известные в астрофизике магнитогидродинамические уравне
ния без внешнего магнитного поля. Вывод уравнений сжимаемой плазмы в неупругом прибли
жении магнитной гидродинамики осуществлялся методом, широко используемым и хорошо себя
зарекомендовавшим в работах по исследованию течений астрофизической плазмы. Все получен
ные результаты линейной теории, развитые в диссертации, согласуются с известными результата
ми для течений нейтральной жидкости и для магнитогидродинамических течений. Для развития
нелинейной теории используется хорошо зарекомендовавший себя асимптотический метод мно
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гомасштабных разложений.

Положения, выносимые на защиту

1. Получены новые системы магнитогидродинамических уравнений для стратифицированной
плазмы, а именно: в приближении двуслойной мелкой воды во внешнем вертикальном маг
нитном поле и с учетом сжимаемости в неупругом приближении. Магнитогидродинамиче
ские уравнения в приближении Буссинеска и в неупругом приближении записаны для че
тырех различных приближений силы Кориолиса: стандартных и нестандартных (с учетом
горизонтальной составляющей) f  и βплоскостей.

2. Развита теория волновых процессов во вращающейся стратифицированной плазме в при
ближении двуслойноймелкой воды.Найдены дисперсионные соотношения для волнмагнито
Пуанкаре и магнитоРоссби на βплоскости и поправки к ним, описывающие влияние стра
тификации во внешнем вертикальном и в горизонтальном магнитных полях. Показано вли
яние стратификации на групповые и фазовые скорости найденных волн. Выявлены трехвол
новые взаимодействия волн магнитоПуанкаре и волн магнитоРоссби и найдены инкремен
ты неустойчивостей типа распад и усиление.

3. Развита теория волновых процессов во вращающейся стратифицированной плазме в при
ближении Буссинеска. Найдены дисперсионные соотношения для магнитных инерционно
гравитационных волн, магнитострофических волн и волн магнитоРоссби. Показано вли
яние стратификации и учета горизонтальной составляющей силы Кориолиса на динамику
найденных волн. Выявлены все возможные типы трехволновых взаимодействий в четырех
различных приближениях силы Кориолиса и найдены инкременты неустойчивостей типа
распад и усиление.

4. Получена полная система магнитогидродинамических уравнений сжимаемой вращающей
ся плазмы с устойчивой стратификацией в неупругом приближении. Получены магнито
гидродинамические уравнения в неупругом приближении для сжимаемых вращающихся
течений с устойчивой стратификацией в приближении стандартных и нестандартных f  и
βплоскостей для силы Кориолиса. Найдены дисперсионные соотношения для магнитных
инерционно  гравитационных волн, магнитострофических волн и волн магнито  Россби.
Показано отличие в динамике найденных волн в неупругом приближении от волн в прибли
жении Буссинеска. Показано влияние сжимаемости, стратификации и учета горизонтальной
составляющей силы Кориолиса на динамику найденных волн. Выявлены все возможные ти
пы трехволновых взаимодействий в четырех различных приближениях силы Кориолиса и
найдены инкременты неустойчивостей типа распад и усиление.

Апробация работы

Результаты диссертационной работы докладывались на семинарах сектора 53.9 ИКИ РАН, а
также на международных и российских конференциях:
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– Конференция молодых ученых ИКИ РАН, Москва, 20192021

– Всероссийская научная конференция МФТИ, Москва, 20182020

– Курчатовская междисциплинарная молодежная научная школа, Москва, НИЦ ”Курчатов
ский Институт 2019

– Arcetri Workshop on Plasma Astrophysics, Florence, Italy, 2019

– General Assembly of European Geosciences Union, Vienna, Austria, 2020
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Полный список работ включает также 10 публикаций в тезисах докладов российских и междуна
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Личный вклад автора

Автор принимал участие в постановке задач, проводил все аналитические исследования, при
нимал участие в интерпретировании полученных результатов, принимал участие в подготовке ста
тей.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав и заключения, содержит 124 страницы и 23 ри
сунка. Список используемой литературы содержит 126 наименований.

Содержание работы

В первой главе диссертации развита магнитогидродинамическая теория двуслойной мелкой
воды для вращающейся стратифицированной плазмы со свободной границей в поле силы тяжести,
находящейся во внешнем вертикальном магнитном поле (Рис. 1). Полученная система уравнений
имеет стационарное решение либо в вертикальном, либо в горизонтальном магнитном поле. Ис
следуются волны магнитоПуанкаре и волны магнитоРоссби и их трехволновые взаимодействия.

Рис. 1: Тонкий слой плазмы в вертикальном магнитном поле, разделенный на два слоя различной,
но постоянной плотности.

В разделе 1.2 получена система магнитогидродинамических уравнений двуслойной мелкой
воды для вращающейся плазмы в поле силы тяжести во внешнем вертикальном магнитном поле.
Система получена из исходных трехмерных уравнений магнитной гидродинамики усреднением
уравнений по высоте слоев в предположении гидростатичности распределений давлений и мало
сти толщины слоев по отношению к характерным горизонтальным линейным размерам задачи. В
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результате полученная система уравнений записывается относительно переменных высоты сло
ев, средних по высоте горизонтальных скоростей течения и среднего по высоте магнитного поля.
В полученной системе уравнений наличие внешнего вертикального магнитного поля приводит к
дополнительным слагаемым в уравнениях для изменения импульса и для магнитной индукции и
к необходимости учета вертикальной компоненты магнитного поля. В разделе получены уравне
ния для вертикальной составляющей магнитного поля и следствие условия бездивергентности,
удовлетворяющееся тождественно при задании корректных начальных условий. Таким образом,
модернизированные уравнения двуслойной мелкой воды описывают трехмерную структуру маг
нитного поля и позволяют глубже понять как линейные, так и нелинейные эффекты в изучаемых
плазменных течениях. Уравнение для вертикальной составляющей магнитного поля отделяется
от остальных уравнений системы, так что для дальнейшего исследования течений оно не исполь
зуется. При отсутствии внешнего магнитного поля система уравнений мелкой воды во внешнем
вертикальном магнитном поле сводится к известной системе со стационарными решениями в ви
де горизонтальных (полоидального, тороидального и их суммы) магнитных полей. В частном слу
чае равенства высот и плотностей слоев система уравнений двуслойной мелкой воды во внешнем
магнитном поле сводится к известной системе уравнений однослойной мелкой воды во внешнем
магнитном поле.

В разделе 1.3 получена система магнитогидродинамических уравнений двуслойной мелкой
воды для вращающейся плазмы в поле силы тяжести во внешнем вертикальном магнитном поле
в приближении βплоскости. В подразделе 1.3.1 полученная система уравнений линеаризована
на фоне стационара с вертикальным магнитным полем. Из условия равенства нулю детерминан
та матрицы линеаризованной системы получено полное дисперсионное соотношение. Найдены
решения в виде суммы волны (магнито  Пуанкаре, магнито  Россби) и малой поправки, описы
вающей влияние стратификации:
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ω2
1,2 =

1

2

f2
0 +

B2
0

h201
+

B2
0

∆h20
±

√(
B2

0

h201
− B2

0

∆h20

)2

+ f2
0

(
f2
0 +

2B2
0

h201
+

2B2
0

∆h20

) ,

B0 — внешнее вертикальное магнитное поле, h01 — высота нижнего слоя, ∆h0 = h02 − h01 —
высота нижнего слоя, f0 = 2Ω0 sin θ0, β = 2Ω0 cos θ0/R, Ω0 — угловая скорость вращения, посто
янная в обоих слоях, θ0 — широта, R — радиус сферы, k2 = k2x + k2y — волновой вектор, g —
ускорение свободного падения, ρ1 — плотность в нижнем слое, ρ2 — плотность в верхнем слое.

Исследовано влияние стратификации на групповые ифазовые скорости волнмагнитоПуанкаре
и волн магнитоРоссби во внешнем вертикальном магнитном поле. В отсутствие магнитного поля
получено дисперсионное уравнение, аналогичное дисперсионному уравнению слоя нейтральной
жидкости в приближении мелкой воды с решением в виде гидродинамической волны Россби. Най
дена поправка к гидродинамической волне Россби, связанная со стратификацией.

В подразделе 1.3.2 полученная система уравнений линеаризована на фоне стационара с го
ризонтальным магнитным полем. Из условия равенства нулю детерминанта матрицы линеаризо
ванной системы получено полное дисперсионное соотношение. При равенстве магнитных полей в
слоях найдены решения в виде суммы волны (магнито  Пуанкаре, магнито  Россби, аналогичные
волнам в однослойной модели) и малой поправки, описывающей влияние стратификации:
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(B0 · k)— скалярное произведение волнового вектора и вектора магнитного поля, B0 = (B0x ,B0y)

— горизонтальное магнитное поле в состоянии покоя.
Исследовано влияние стратификации на групповые и фазовые скорости волн магнито  Пу

анкаре и волн магнито  Россби.
В разделе 1.4 развита слабонелинейная теория волнмагнитоПуанкаре и волнмагнитоРоссби
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в приближении двуслойной мелкой воды на βплоскости. В подразделе 1.4.1 качественно иссле
дованы полученные дисперсионные уравнения на выявление трехволновых взаимодействий, удо
влетворяющий условию синхронизма ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2). Качественный анализ диспер
сионных кривых заключается в построении двух кривых, смещенных относительно друг друга на
kc. Пересечение двух кривых означает выполнение условия синхронизма, а точка пересечения со
ответствует (k1+k2, ω(k1+k2)). Выявлены следующие трехволновых взаимодействия в двуслой
ной мелкой воде на βплоскости как в вертикальном, так и в горизонтальном магнитном поле: две
волны магнитоРоссби и волна магнитоПуанкаре; две волны магнитоПуанкаре и волна магнито
Россби; три волны магнитоРоссби. В подразделе 1.4.2 методом многомасштабных разложений
выведена система амплитуд трех взаимодействующих волн и получены коэффициенты взаимодей
ствия как во внешнем вертикальном так, и в горизонтальном магнитном поле. Слагаемые в коэф
фициентах взаимодействия образуют три группы: связанные с нижним слоем плазмы, связанные с
верхним слоем плазмы и связанные с отношением плотностей слоев. В частном случае коэффици
енты взаимодействия в двуслойной мелкой воде переходят в коэффициенты взаимодействия в од
нослойной мелкой воде. Система амплитудных уравнений имеет общий вид и описывает неустой
чивости типа распад и усиление. Когда в начальный момент времени амплитуда одной из волн
много больше двух других, имеет место распад волны с частотой ω(k1) на две волны с частотами
ω(k2) и ω(k3). Когда в начальный момент времени амплитуда одной из волн много меньше двух
других, имеет место усиление волны с частотой ω(k1) двумя волнами с частотами ω(k2) и ω(k3). В
подразделе 1.4.3 исследованы такие неустойчивости и найдены их инкременты для трехволновых
взаимодействий волн магнитоПуанкаре и магнитоРоссби в двуслойной мелкой воде во внеш
нем магнитном поле и в горизонтальном магнитном поле. Найдены следующие неустойчивости:
распад волны магнитоРоссби на волну магнитоПуанкаре и волну магнитоРоссби; распад волны
магнитоПуанкаре на волну магнитоРоссби и волну магнитоПуанкаре; распад волны магнито
Россби на две волны магнитоРоссби; усиление волны магнитоРоссби волной магнитоПуанкаре
и волной магнитоРоссби; усиление волны магнитоПуанкаре волной магнитоРоссби и волной
магнитоПуанкаре; усиление волны магнитоРоссби двумя волнами магнитоРоссби.

Во второй главе диссертации развита теория волновых процессов во вращающихся течениях
стратифицированной астрофизической плазмы в приближении Буссинеска. Учет силы Кориолиса
произведен в четырех различных приближениях: приближение стандартной f плоскости (вектор
Кориолиса постоянен и направлен вдоль оси z); приближение нестандартной f плоскости (век
тор Кориолиса постоянен и имеет как вертикальную компоненту, так и компоненту вдоль оси y);
приближение стандартной βплоскости (вектор Кориолиса слабо меняется при малых изменени
ях широты и имеет только вертикальную компоненту, которая раскладывается в ряд по широте
до первого порядка малости); приближение нестандартной βплоскости (вектор Кориолиса слабо
меняется при малых изменениях широты и имеет как вертикальную, так и горизонтальную ком
поненты, которые раскладываются в ряд по широте до первого порядка малости). Исследуются
магнитные инерционногравитационные волны, магнитострофические волны и волны магнито
Россби.

В разделе 2.2 система магнитогидродинамических уравнений несжимаемой вращающейся
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стратифицированной плазмы в приближении Буссинеска линеаризована на фоне стационарного
состояния (покоящийся слой плазмы с линейным профилем плотности и постоянным магнитным
полем). В подразделе 2.2.1 получено дисперсионное соотношение на стандартной f плоскости
и найдены решения в виде волн, восстанавливающими силами которых являются сила Лоренца,
сила Кориолиса и сила плавучести: трехмерные магнитные инерционногравитационные волны
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и трехмерные магнитострофические волны
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где fV ≡ f0, k2 = k2x + k2y + k2z = k2h + k2z — волновой вектор, B0 = (B0x ,B0y ,B0z) — магнитное
поле в состоянии покоя, N2 — частота БрентаВяйсяля для несжимаемых течений.

В случае отсутствиямагнитного поля решением являются трехмерные инерционногравитационные
волны, для которых характерно свойство перпендикулярности групповой скорости волновому век
тору. Показано, что наличие магнитного поля нарушает это свойство — групповая скорость маг
нитных инерционногравитационных волн не перпендикулярна волновому вектору. В частном
случае только вертикальных возмущений решениями являются магнитные инерционные волны
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В частном случае горизонтальных возмущений найдены волны Альфвена и магнитогравитацион
ные волны.

В подразделе 2.2.2 получено дисперсионное соотношение на нестандартной f плоскости и
найдены решения в виде волн, восстанавливающими силами которых являются сила Лоренца, си
ла Кориолиса и сила плавучести: трехмерные магнитные инерционногравитационные волны и
трехмерные магнитострофические волны. Их дисперсионные соотношения схожи с дисперсион
ными соотношениями для аналогичных волн на стандартной f плоскости с точностью до слагае
мых с вектором Кориолиса. Слагаемые с вертикальной компонентой fV kz переходят в слагаемые
с учетом горизонтальной компоненты fHky + fV kz. В частном случае вертикальных возмущений
решениями также являются магнитные инерционные волны ωz1 , ωz2 . В частном случае горизон
тальных возмущений в следствие учета горизонтальной составляющей вектора Кориолиса реше
ниями дисперсионного уравнения на нестандартной f плоскости являются двумерные магнитные
инерционногравитационные и двумерные магнитострофические волны.

В подразделе 2.2.3 записана система уравнений несжимаемой вращающейся стратифициро
ванной плазмы на стандартной βплоскости. Система линеаризована на фоне стационара с посто
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янным магнитным полем и линейным профилем плотности. Получено дисперсионное соотноше
ние на стандартной βплоскости и найдены решения в виде стандартных волн магнитоРоссби,
а также низкочастотных трехмерных волн магнитоРоссби, динамика которых определяется не
только силой Кориолиса и Лоренца, но и силой плавучести:

ωMR3D
=

(B0 · k)2[k2(B0 · k)2 −N2k2h]

βkx[(B0 · k)2 − β]
.

В частном случае нейтральных течений найдены низкочастотные трехмерные гидродинамические
волны Россби, динамика которых определяется как силой Кориолиса, так и силой плавучести:

ωR3D
=

N2βkx
f 2
V k

2
z −N2k2h

.

В случае горизонтальных течений данный тип волн переходит в стандартную гидродинамическую
волну Россби.

В подразделе 2.2.4 записана линеаризованная система уравнений несжимаемой вращающей
ся стратифицированной плазмы на нестандартной βплоскости. Система линеаризована на фоне
стационара с постоянным магнитным полем и линейным профилем плотности. Получено дис
персионное соотношение на стандартной βплоскости и найдены решения в виде волн, дина
мика которых определяется силами Лоренца, Кориолиса и плавучести: одномерные магнитные
инерционногравитационные и магнитострофические волны, низкочастотные трехмерные волны
магнитоРоссби:

ωMR′
3D

=
(B0 · k)2[k2(B0 · k)2 −N2k2h]

kx[(B0 · k)2
(
β − γ kz

ky

)
− βN2]

,

где γ = −2Ω0 sin θ0
R

.
В частном случае нейтральных течений найдены низкочастотные трехмерные гидродинами

ческие волны Россби, динамика которых определяется как силой Кориолиса, так и силой плаву
чести:

ωR′
3D

=
N2βkx

(fHky + fV kz)2 −N2k2h
.

В случае горизонтальных течений данный тип волн переходит в стандартную гидродинамическую
волну Россби.

В разделе 2.3 развита слабонелинейная теория волн во вращающихся течениях плазмы с
устойчивой стратификацией в приближении Буссинеска. В подразделе 2.3.1 качественно иссле
дованы полученные дисперсионные уравнения на выявление трехволновых взаимодействий, удо
влетворяющий условию синхронизма ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2). На стандартной f плоскости
выявлены следующие трехволновых взаимодействия: две магнитогравитационные волны и волна
Альфвена; две магнитные инерционные волны с частотами ωz1 и магнитная инерционная волна с
частотой ωz2; три магнитные инерционные волны с частотами ωz2 . На нестандартной f плоскости
при малой горизонтальной составляющей вектора Кориолиса реализуется взаимодействие двух
магнитострофических волн и магнитной инерционногравитационной волны. Однако, при доста
точно большой горизонтальной составляющей вид дисперсионных кривых сильно меняется, что
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допускает возникновение еще одного типа трехволновых взаимодействий: две магнитные инерционно
гравитационные волныимагнитострофическая волна. На стандартной βплоскости выявлены сле
дующие трехволновых взаимодействия: три волны магнитоРоссби; две магнитогравитационные
волны и волна магнитоРоссби; две волны магнитоРоссби и магнитогравитационная волна; три
низкочастотные волны магнитоРоссби. На нестандартной βплоскости реализуются взаимодей
ствия магнитострофических и магнитных инерционногравитационных волн, аналогичные взаи
модействиям на нестандартной f плоскости, а также взаимодействие трех низкочастотных волн
магнитоРоссби.

В подразделе 2.3.2 получены коэффициенты взаимодействия в амплитудных уравнениях трех
взаимодействующих волн для каждого из четырех приближений силы Кориолиса. Система ам
плитудных уравнений имеет общий вид и описывает неустойчивости типа распад и усиление.
Когда в начальный момент времени амплитуда одной из волн много больше двух других, имеет
место распад волны с частотой ω(k1) на две волны с частотами ω(k2) и ω(k3). Когда в началь
ный момент времени амплитуда одной из волн много меньше двух других, имеет место усиление
волны с частотой ω(k1) двумя волнами с частотами ω(k2) и ω(k3). В подразделе 2.3.3 исследо
ваны такие неустойчивости и найдены их инкременты. На стандартной f плоскости возможны
следующие неустойчивости: распад магнитогравитационной волны на волну Альфвена и магни
тогравитационную волну; распад магнитной инерционной волны ωz1 на магнитную инерционную
волну ωz2 и магнитную инерционную волну ωz1; распад магнитной инерционной волны ωz2 на
две магнитные инерционные волны ωz2; усиление магнитогравитационной волны волной Альф
вена и магнитогравитационной волной; усиление магнитной инерционной волны ωz1 магнитной
инерционной волной ωz2 и магнитной инерционной волной ωz1; усиление магнитной инерцион
ной волны ωz2 двумя магнитными инерционными волнами ωz2 . На нестандартной f плоскости
возможны следующие неустойчивости: распад магнитной инерционногравитационной волны на
две магнитострофические волны; распад магнитной инерционногравитационной волны на маг
нитную инерционногравитационную волну и магнитострофическую волну; усиление магнитной
инерционногравитационной волны двумя магнитострофическими волнами; усиление магнитной
инерционногравитационной волны магнитной инерционногравитационной волной и магнито
строфической волной.

На стандартной βплоскости возможны следующие неустойчивости: распад волныАльфвена
на две магнитогравитационные волны; распад волны магнитоРоссби на две магнитогравитацион
ные волны; распад волны магнитоРоссби на две волны магнитоРоссби; распад низкочастотной
волны магнитоРоссби на две низкочастотные волны магнитоРоссби; усиление волны Альфвена
двумя магнитогравитационными волнами; усиление волны магнитоРоссби двумя магнитограви
тационными волнами; усиление волны магнитоРоссби двумя волнами магнитоРоссби; усиле
ние низкочастотной волны магнитоРоссби двумя низкочастотными волнами магнитоРоссби. На
нестандартной βплоскости возможны следующие неустойчивости: распадмагнитной инерционно
гравитационной волнына две магнитострофические волны; распадмагнитной инерционногравитационной
волны на магнитную инерционногравитационную и магнитострофическую волны; распад низко
частотной волнымагнитоРоссби на две низкочастотные волнымагнитоРоссби; усиление магнит
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ной инерционногравитационной волны двумя магнитострофическими волнами; усиление маг
нитной инерционногравитационной волны магнитной инерционногравитационной и магнито
строфической волнами; усиление низкочастотной волны магнитоРоссби двумя низкочастотными
волнами магнитоРоссби.

В третьей главе диссертации развита теория волновых процессов в сжимаемых вращаю
щихся течениях стратифицированной астрофизической плазмы в неупругом приближении. Учет
силы Кориолиса произведен в четырех различных приближениях: приближение стандартной f 
плоскости (вектор Кориолиса постоянен и направлен вдоль оси z); приближение нестандартной
f плоскости (вектор Кориолиса постоянен и имеет как вертикальную компоненту, так и компо
ненту вдоль оси y); приближение стандартной βплоскости (вектор Кориолиса слабо меняется при
малых изменениях широты и имеет только вертикальную компоненту, которая раскладывается в
ряд по широте до первого порядка малости); приближение нестандартной βплоскости (вектор
Кориолиса слабо меняется при малых изменениях широты и имеет как вертикальную, так и гори
зонтальную компоненты, которые раскладываются в ряд по широте до первого порядка малости).
Исследуются сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны, магнитострофические
волны и волны магнитоРоссби.

В разделе 3.2 получена система магнитогидродинамических уравнений сжимаемой враща
ющейся плазмы в неупругом приближении. Полученная система линеаризована на фоне стаци
онарного состояния (покоящийся слой плазмы с линейным профилем энтропии и постоянным
магнитным полем).

В разделе 3.3 развита линейная теория волновых процессов в сжимаемом стратифицирован
ной вращающемся слое плазмы с линейным профилем энтропии. В подразделе 3.3.1 получено дис
персионное соотношение на стандартной f плоскости и найдены решения в виде волн, восстанав
ливающими механизмами которых являются вращение, магнитное поле и сжимаемость: трехмер
ные сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны и трехмерные сжимаемые магни
тострофические волны. Их дисперсионные соотношения имеют вид, схожий с дисперсионными
соотношениями аналогичных волн в приближении Буссинеска с точностью до слагаемых с часто
той БрентаВяйсяля. Именно эти слагаемые отражают влияние сжимаемости на динамику волн. В
приближении Буссинеска частота БрентаВяйсяля (для несжимаемых течений) зависит только от
профиля плотности, тогда как в неупругом приближении частота БрентаВяйсяля (для сжимаемых
течений) зависит как от профиля плотности, так и от профиля давления. В частном случае двумер
ных горизонтальных возмущений найдены волны Альфвена и сжимаемые магнитогравитацион
ные волны. В частном случае вертикальных возмущений решением дисперсионного уравнения
являются магнитные инерционные волны, аналогичные волнам в приближении Буссинеска.

В подразделе 3.3.2 получено дисперсионное соотношение на нестандартной f плоскости и
найдены решения в виде волн с принципиально новыми дисперсионными соотношениями, вос
станавливающими механизмами которых являются вращение, магнитное поле и сжимаемость:
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сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны

ωmigx1
=
N2fH
2gkx

+

√
N4f 2

H

4g2k2x
+B2

x0
k2x −N2

θ ,

ωmigx2
=
N2fH
2gkx

−

√
N4f 2

H

4g2k2x
+B2

x0
k2x −N2

θ .

А также схожие (с точностью до слагаемых с частотой БрентаВяйсяля) с волнами в приближении
Буссинеска одномерные сжимаемые магнитные инерционногравитационные и магнитострофи
ческие волны.

В подразделе 3.3.3 получено дисперсионное соотношение на стандартной βплоскости и най
дены решения в виде сжимаемыхмагнитогравитационных волн, аналогичных волнам на стандарт
ной f плоскости, волн магнитоРоссби, аналогичных волнам в приближении Буссинеска, волн
Альфвена, а также волн с принципиально новым дисперсионным соотношением, восстанавлива
ющими механизмами которых являются вращение, магнитное поле и сжимаемость: трехмерные
сжимаемые низкочастотные волны магнитоРоссби

ωMR3D
=

(B0 · k)2[k2(B0 · k)2 −K2
hN

2
θ ]

kxβ((B0 · k)2 −N2
θ ) +

N2fV kz
g

(B0 · k)(By0kx −Bx0ky)
.

В подразделе 3.3.4 получено дисперсионное соотношение на нестандартной βплоскости и найде
ны решения в виде сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн, аналогичных вол
нам на нестандартной f плоскости, волн магнитоРоссби, аналогичных волнам в приближении
Буссинеска, а также волн с принципиально новым дисперсионным соотношением, восстанавли
вающими механизмами которых являются вращение, магнитное поле и сжимаемость: сжимаемых
магнитных инерционногравитационных волн

ωmigβ =

f2
H

2
+

βN2fH
2gk2y

− Nθ2

2
+B2

0yk
2
y +

[(
f2
H

2
+

βN2fH
2gk2y

−
N2

θ

2

)2

+ f2
HB2

0yk
2
y +

fHβN2B2
0y

g

] 1
2


1
2

,

сжимаемых магнитострофических волн

ωmstrβ =

f2
H

2
+

βN2fH
2gk2y

− Nθ2

2
+B2

0yk
2
y −

[(
f2
H

2
+

βN2fH
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−
N2

θ

2

)2

+ f2
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2
y +

fHβN2B2
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g

] 1
2


1
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и трехмерных сжимаемых низкочастотных волн магнитоРоссби

ωMR′
3D

=
(B0 · k)2[k2(B0 · k)2 − k2hN

2
θ ]

kx(B0 · k)2
(
β − γ kz

ky
− βkxN2

θ − N2

g (B0 · k)[fH(B0xk
2
h +B0zkxkz) + fV kz(B0xky −B0ykx)]

) .
В разделе 3.4 развита слабонелинейная теория волн во вращающихся сжимаемых течениях

плазмы с устойчивой стратификацией в неупругом приближении. В подразделе 3.4.1 качествен
но исследованы полученные дисперсионные уравнения на выявление трехволновых взаимодей
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ствий, удовлетворяющий условию синхронизма ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2). На стандартной f 
плоскости выявлены следующие трехволновые взаимодействия: две магнитогравитационные вол
ны и волна Альфвена; две магнитострофические волны и магнитная инерционногравитационная
волна; магнитострофическая волна и две магнитные инерционногравитационные волны; магнит
ная инерционногравитационная волна и две магнитострофические волны; три магнитострофиче
ские волны. На нестандартной f плоскости выявлены следующие трехволновые взаимодействия:
две магнитные инерционногравитационные волныи волнаАльфвена; тримагнитные инерционно
гравитационные волны. На стандартной βплоскости выявлены следующие трехволновые взаи
модействия: две магнитогравитационные волны и волна Альфвена; три волны магнитоРоссби;
две магнитогравитационные волны и волна магнитоРоссби; две волны магнитоРоссби и маг
нитогравитационная волна; три сжимаемые низкочастотные волны магнитоРоссби. На нестан
дартной βплоскости выявлены следующие трехволновые взаимодействия: две сжимаемые маг
нитные инерционногравитационные волны и волна магнитоРоссби; две волны магнитоРоссби
и сжимаемая магнитная инерционногравитационная волна; волна магнитоРоссби и две сжима
емые магнитные инерционногравитационные волны; две сжимаемые магнитные инерционно
гравитационные волны ωmigβ и сжимаемая магнитострофическая волна ωmstrβ ; три сжимаемые
низкочастотные волны магнитоРоссби.

В подразделе 3.4.2 получены коэффициенты взаимодействия в амплитудных уравнениях трех
взаимодействующих волн для всех четырех приближений силы Кориолиса. Система амплитуд
ных уравнений имеет общий вид и описывает неустойчивости типа распад и усиление. Когда в
начальный момент времени амплитуда одной из волн много больше двух других имеет место рас
пад волны с частотой ω(k1) на две волны с частотами ω(k2) и ω(k3). Когда в начальный момент
времени амплитуда одной из волн много меньше двух других имеет место усиление волны с ча
стотой ω(k1) двумя волнами с частотами ω(k2) и ω(k3). В подразделе 3.4.3 исследованы такие
неустойчивости и найдены их инкременты. На стандартной f плоскости возможны следующие
неустойчивости: распад или усиление волны Альфвена при участии двух сжимаемых магнитогра
витационных волн; распад или усиление магнитной инерционной волны при участии двух маг
нитных инерционных волн; распад или усиление сжимаемой магнитострофической волны при
участии либо двух сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн, либо сжимаемой
магнитострофической и сжимаемой магнитной инерционногравитационной волн, либо двух сжи
маемых магнитострофических волн; распад или усиление сжимаемой магнитной инерционно
гравитационной волны при участии либо сжимаемой магнитной инерционногравитационной и
сжимаемой магнитострофической волн, либо двух сжимаемых магнитострофических волн. На
нестандартной f плоскости возможны следующие неустойчивости: распад или усиление сжима
емой магнитной инерционногравитационной волны при участии либо двух сжимаемых магнит
ных инерционногравитационных волн, либо сжимаемой магнитной инерционногравитационной
волны и волны Альфвена; распад или усиление волны Альфвена при участии двух сжимаемых
магнитных инерционногравитационных волн; распад или усиление одномерной сжимаемой маг
нитострофической волны при участии либо одномерной сжимаемой магнитострофической и од
номерной сжимаемой магнитной инерционногравитационной волн, либо двух одномерных сжи
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маемых инерционногравитационных волн.
На стандартной βплоскости возможны следующие неустойчивости: распад или усиление

волны магнитоРоссби при участии либо двух волн магнитоРоссби, либо двух сжимаемых магни
тогравитационных волн; распад или усиление сжимаемой магнитогравитационной волны при уча
стии двух волн магнитоРоссби; распад или усиление сжимаемой низкочастотной волны магнито
Россби при участии двух сжимаемых низкочастотных волн магнитоРоссби. На нестандартной
βплоскости возможны следующие неустойчивости: распад или усиление волны магнитоРоссби
при участии либо двух волнмагнитоРоссби, либо двух сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных
волн, либо волны магнитоРоссби и сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны;
распад или усиление сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны при участии ли
бо двух сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн, либо сжимаемой магнитной
инерционногравитационной и магнитоРоссби волн, либо двух волн магнитоРоссби; распад или
усиление сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны ωmigβ при участии сжимае
моймагнитной инерционногравитационной волныωmigβ и сжимаемоймагнитострофической вол
ны ωmstrβ ; распад или усиление сжимаемой низкочастотной волны магнитоРоссби при участии
двух сжимаемых низкочастотных волн магнитоРоссби.

В заключении приведены результаты работы.

Глава 1. Магнитогидродинамическая теория мелкой воды для
течений стратифицированной вращающейся астрофи
зической плазмы

1.1 Введение

Глава посвящена развитию теории течений тонкого слоя стратифицированной плазмы в по
ле силы тяжести со свободной границей во внешнем вертикальном магнитном поле при нали
чии вращения [25, 26, 113, 114, 115, 116, 117, 118]. Уравнения, полученные в [28, 29, 31], обоб
щаются на случай тонкого вращающегося слоя плазмы разделенного на два слоя с постоянны
ми, но различными плотностями. Получены две системы уравнений: уравнения с полным учетом
силы Кориолиса и уравнения на бетаплоскости. Полученные магнитогидродинамические урав
нения мелкой воды представляют собой единственную возможность самосогласованного учета
внешнего магнитного поля и стратификации. Двуслойные магнитогидродинамические уравнения
мелкой воды играют такую же важную роль в космической и астрофизической стратифициро
ванной плазме, как и классические уравнения мелкой воды в гидродинамике нейтральной стра
тифицированной жидкости [37, 41, 42]. В главе получено полное дисперсионное уравнение на
βплоскости в магнитогидродинамической модели двуслойной мелкой воды и найдены диспер
сионные соотношения волн магнитоРоссби и магнитоПуанкаре как во внешнем вертикальном
магнитном поле, так и в горизонтальном магнитном поле, с учетом плотностной стратификации.
Найдено, что поправки к волнам магнитоРоссби и магнитоПуанкаре, связанные со стратифи



24

кацией, изменяют фазовые и групповые скорости волн. В случае наличия внешнего магнитного
поля, как и в случае его отсутствия, проведен подробный качественный анализ условий синхро
низма [74] и обнаружены новые типы трехволновых взаимодействий волн магнитоПуанкаре и
волн магнитоРоссби. Методом многомасштабных разложений [75] изучены трехволновые вза
имодействия найденных волн: две волны магнитоПуанкаре и волна магнитоРоссби; две волны
магнитоРоссби и волна магнитоПуанкаре; три волнымагнитоРоссби. Показана возможность на
личия следующих неустойчивостей для найденных волн: распад волны магнитоПуанкаре на вол
ну магнитоРоссби и волну магнитоПуанкаре; распад волны магнитоРоссби на волну магнито
Пуанкаре и волну магнитоРоссби; распад волны магнитоРоссби на две волны магнитоРоссби;
усиление волны магнитоПуанкаре в поле волны магнитоРоссби и волны магнитоПуанкаре; уси
ление волны магнитоРоссби в поле волны магнитоПуанкаре и волны магнитоРоссби; усиление
волны магнитоРоссби в поле двух волн магнитоРоссби.

1.2 Магнитогидродинамические уравнения стратифицированной вращаю
щейся плазмы во внешнем магнитном поле в приближении двуслойной
мелкой воды

Получим магнитогидродинамические уравнения, описывающие стратифицированную плаз
му в приближении двуслойной мелкой воды. В качестве исходной рассмотрим трехмерную систе
му магнитогидродинамических уравнений для вращающейся несжимаемой плазмы в поле тяже
сти:

ρ
∂u
∂t

+ ρ(u · ∇)u = −∇p− B× (∇× B)
4π

− ρ(f× u) + ρg, (1.1)

∂B
∂t

= ∇× (u× B), (1.2)

∇ · u = 0, (1.3)

∇ · B = 0, (1.4)

где u  вектор скорости, B  вектор напряженности магнитного поля, ρ  плотность, f =

2Ω sin θ  параметр Кориолиса, θ  широта, g = (0,0,− g)  ускорение свободного падения. Первое
уравнение системы— уравнение изменения импульса, второе — уравнение переноса магнитного
поля, третье — условие бездивергентности поля скоростей, четвертое — условие бездивергент
ности магнитного поля.

Будем изучать течение тонкого стратифицированного слоя плазмы со свободной границей
в однородном поле силы тяжести, во вращающейся системе координат, при наличии внешнего
вертикального магнитного поля B0 (Рис. 2).

Разделим тонкий слой плазмы высотой h2 на два слоя: нижний слой высоты h1 с постоянной
плотностью ρ1 и верхний слой высоты ∆h = h2 − h1 с постоянной плотностью ρ2. Для вывода
двуслойных уравнений мелкой воды запишем исходную систему (1.11.4) для каждого из слоев
и проинтегрируем по вертикальной координате в пределах от 0 до h1 для нижнего слоя и от h1
до h2 для верхнего слоя. Считаем высоты каждого слоя много меньше характерных линейных
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Рис. 2: Геометрия задачи

горизонтальных масштабов задачи. В этом случае полное давление (сумма гидродинамического и
магнитного) считаем гидростатическим, пренебрегая вертикальными ускорениями. В результате
получим магнитогидродинамические уравнения для двух слоев плазмы различной плотности в
приближении мелкой воды во внешнем вертикальном магнитном поле.

Запишем уравнения (1.1) и (1.2) для каждого слоя плазмы в матричном виде. Для нижнего
слоя плазмы высотой h1 и плотностью ρ1 уравнения (1.1), (1.2) имеют следующий вид:

∂t



ρ1u11

ρ1u21

ρ1u31

B̃11

B̃21

B̃31


+ ∂x



ρ1u
2
11
− B̃2

11
+ p̃1

ρ1u11u21 − B̃11B̃21

ρ1u11u31 − B̃11B̃31

0

u11B̃21 − u21B̃11

u11B̃31 − u31B̃11


+



ρ1u11u21 − B̃11B̃21

ρ1u
2
21
− B̃2

21
+ p̃1

ρ1u21u31 − B̃21B̃31

u21B̃11 − u11B̃21

0

u21B̃31 − u31B̃21


+

+



ρ1u11u31 − B̃11B̃31

ρ1u21u31 − B̃21B̃31

ρ1u
2
31
− B̃2

31
+ p̃1

u31B̃11 − u11B̃31

u31B̃21 − u21B̃31

0


=



ρ1fu21

−ρ1fu11
−ρ1g
0

0

0


(1.5)

где ρ1  плотность нижнего слоя, p̃1 = p1+
B2

1

8π
 магнитогидростатическое давление в нижнем

слое, B̃11 , B̃21 , B̃31  компоненты напряженности магнитного поля в нижнем слое (B2 = 4πB̃2),
u11 , u21 , u31  компоненты скорости в нижнем слое.

Для верхнего слоя высотой h2−h1 и плотностью ρ2 уравнения (1.1), (1.2) имеют следующий
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вид:

∂t



ρ2u12

ρ2u22

ρ2u32

B̃12

B̃22

B̃32


+



ρ2u
2
12
− B̃2

12
+ p̃2

ρ2u12u22 − B̃12B̃22

ρ2u12u32 − B̃12B̃32

0

u12B̃22 − u22B̃12

u12B̃32 − u32B̃12


+



ρ2u12u22 − B̃12B̃22

ρ2u
2
22
− B̃2

22
+ p̃2

ρ2u22u32 − B̃22B̃32

u22B̃12 − u12B̃22

0

u22B̃32 − u32B̃22


+

+



ρ2u12u32 − B̃12B̃32

ρ2u22u32 − B̃22B̃32

ρ2u
2
32
− B̃2

32
+ p̃2

u32B̃12 − u12B̃32

u32B̃22 − u22B̃32

0


=



ρ2fu22

−ρ2fu12
−ρ2g
0

0

0


(1.6)

где ρ2  плотность верхнего слоя, p̃2 = p2 +
B2

2

8π
 магнитогидростатическое давление в верхнем

слое, B̃12 , B̃22 , B̃32  компоненты напряженности магнитного поля в верхнем слое (B2 = 4πB̃2),
u12 , u22 , u32  компоненты скорости в верхнем слое.

Запишем граничные условия для каждого слоя плазмы во внешнем вертикальном магнитном
поле:

u3|z=0 = 0 (1.7)

u3|z=h1
= ∂th1 + u1|z=h1

∂xh1 + u2|z=h1
∂yh1 (1.8)

u3|z=h2
= ∂th2 + u1|z=h2

∂xh2 + u2|z=h2
∂yh2 (1.9)

В качестве граничного условия для поля скоростей на дне используем условие непротекания (1.7).
Граничное условие на границе между слоями описывает условие равенства вертикальной компо
ненты скорости нижнего слоя и скорости перемещения границы между слоями (1.8). Граничное
условие на свободной границе соответствует условию равенства вертикальной компоненты ско
рости верхнего слоя и скорости перемещения свободной границы (1.9).

Граничные условия для магнитного поля имеют следующий вид:

B3|z=0 = B0 (1.10)

B3|z=h1
= B1|z=h1

∂xh1 + B2|z=h1
∂yh1 +B0 (1.11)

B3|z=h2
= B1|z=h2

∂xh2 + B2|z=h2
∂yh2 +B0 (1.12)

В случае когда внешнее поле отсутствует (B0 = 0 в уравнениях (1.101.12)), граничные условия
для вертикальной составляющей магнитного поля B3 на поверхностях z = h1 и z = h2 задаются
условием параллельности вектора поля соответственно границе между слоями h1(x,y) и верхней
границе h2(x,y) и представляют собой сумму горизонтальных компонент B1, B2, домноженных
на соответствующие тангенсы углов ∂h1,2/∂x и ∂h1,2/∂y. Таким образом, на дне при z = 0 верти
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кальная компонента магнитного поляB3 = 0 (1.10). При наложении внешнего вертикального маг
нитного поля в граничные условия на вертикальную компоненту поля B3 на поверхностях z = 0

(1.10), z = h1 (1.11), z = h2 (1.12) необходимо добавить слагаемое B0.
Используя замену B = B̃ 1√

ρ
, преобразуем уравнения для вертикальных компонент скоростей

u3−1 и u32 в системах 1.5 и (1.6) к следующему виду:

∂tu3i + (ui∇)u3i − (Bi∇)B3i + ρ−1
i ∂z

(
pi +

ρi
2
|Bi|2

)
= −g (1.13)

где индекс i = 1 соответствует нижнему слою плазмы, а индекс i = 2 соответствует верхнему
слою плазмы.

Запишем условие гидростатики для полного давления в каждом слое в следующем виде:

∂z

(
pi +

ρi
2
B2

i

)
= −ρig, (1.14)

где индекс i = 1 соответствует нижнему слою плазмы, а индекс i = 2 соответствует верхнему
слою плазмы.

Используем данное уравнение, заменив им уравнение (1.13), для получения выражений для
давлений на дне тонкого слоя плазмы высотой h2 и на границе между слоями плазмы различной
плотности, а также распределения давления в слоях h1 плотности ρ1 и ∆h = h2 − h1 плотности
ρ2. Для этого проинтегрируем уравнение (1.14) по координате z для нижнего слоя в пределах от 0
до h1, а для верхнего слоя в пределах от h1 до h2:

h1∫
0

∂zp̃1dz = −
h1∫
0

ρ1gdz (1.15)

h2∫
h1

∂zp̃2dz = −
h2∫

h1

ρ2gdz (1.16)

Считая давление на свободной границе постоянным p|z=h2
= p0, из уравнения (1.16) находим

давление на границе между слоями p̃|h1
:

p̃|h1
= p0 + ρ2g(h2 − h1) (1.17)

Давление p̃2(z) в верхнем слое плазмы плотности ρ2 находим из уравнения (1.16), заменив верхний
предел интегрирования h2 на z:

p̃2(z) = p0 + ρ2g(h2 − z) (1.18)

Аналогично из уравнения (1.15) находим давление на дне p̃|0 и давление p̃1(z) в нижнем слое
плазмы плотности ρ1:

h1∫
0

∂zp̃dz = −ρ1gh1 → p̃|h1
− p̃|0 = −ρ1gh1 → p̃|0 = p0 + ρ2g(h2 − h1) + ρ1gh1 (1.19)
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z∫
0

∂zp̃dz = −ρ1gz → p̃1(z)− p̃|0 = −ρ1gz → p̃1(z) = p0 + ρ2g(h2 − h1) + ρ1g(h1 − z) (1.20)

Проинтегрируем остальные уравнения в системе (1.5) по z от 0 до h1, а в системе (1.6) по z
от h1 до h2. При интегрировании уравнений (1.5), (1.6) используем правило дифференцирования
Лейбница и выражения для давлений, полученные выше (1.171.20). Проинтегрируем уравнение
непрерывности в пределах от 0 до h1 для нижнего слоя:

∂

∂x

h1∫
0

u11dz − u11 |z=h1

∂h1
∂x

+
∂

∂y

h1∫
0

u21dz − u21|z=h1

∂h1
∂y

+ u31 |z=h1
− u31|z=0 = 0.

С учетом граничных условий (1.71.9), получим следующее выражение для уравнения непрерыв
ности в нижнем слое плазмы:

∂h1
∂t

+
∂

∂x

h1∫
0

u11dz +
∂

∂y

h1∫
0

u21dz = 0 (1.21)

Аналогично проинтегрируем и преобразуем с помощью граничных условий (1.71.9) урав
нение непрерывности в верхнем слое плазмы:

∂(h2 − h1)

∂t
+

∂

∂x

h2∫
h1

u12dz +
∂

∂y

h2∫
h1

u22dz = 0 (1.22)

Интегрируя аналогичным образом условия бездивергентности магнитного поля в нижнем и
верхнем слоях плазмы во внешнем магнитном поле и используя граничные условия (1.101.12),
получим следующие соотношения:

∂

∂x

h1∫
0

B11dz +
∂

∂y

h1∫
0

B21dz = 0; ∂

∂x

h2∫
h1

B12dz +
∂

∂y

h2∫
h1

B22dz = 0

Проинтегрируем также уравнения для магнитного поля для каждого слоя плазмы. Начнем с
уравнения xкомпоненты магнитного поля в нижнем слое:

∂

∂t

h1∫
0

B̃11dz − B̃11

∣∣∣
z=h1

∂h1
∂t

+
∂

∂y

h1∫
0

(u21B̃11 − u11B̃21)dz − u21|z=h1
B̃11

∣∣∣
z=h1

∂h1
∂y

+

+ u11 |z=h1
B̃21

∣∣∣
z=h1

∂h1
∂y

+ u31|z=h1
B̃11

∣∣∣
z=h1

− u11|z=h1
B̃31

∣∣∣
z=h1

− u31|z=0 B11|z=0 +

+ u11|z=0 B31 |z=0 = 0.
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После подстановки граничных условий (1.71.9), (1.101.12) имеем:

∂

∂t

h1∫
0

B11dz +
∂

∂y

h1∫
0

(u21B11 − u11B21)dz −B0(u11|h1
− u11|0) = 0. (1.23)

Аналогичным образом получаем оставшиеся уравнения для магнитного поля в обоих слоях
плазмы: уравнение xкомпоненты магнитного поля в верхнем слое принимает вид

∂

∂t

h2∫
h1

B12dz +
∂

∂y

h2∫
h1

(u22B12 − u12B22)dz −B0(u12|h2
− u12 |h1

) = 0, (1.24)

уравнение yкомпоненты магнитного поля в нижнем слое принимает вид

∂

∂t

h1∫
0

B21dz +
∂

∂x

h1∫
0

(u11B21 − u21B11)dz −B0(u21 |h1
− u21|0) = 0, (1.25)

уравнение yкомпоненты магнитного поля в верхнем слое принимает вид

∂

∂t

h2∫
h1

B22dz +
∂

∂x

h2∫
h1

(u12B22 − u22B12)dz −B0(u22|h2
− u22|h1

) = 0, (1.26)

уравнение zкомпоненты магнитного поля в нижнем слое принимает вид

∂

∂t

h1∫
0

B31dz +
∂

∂x

h1∫
0

u11B31dz +
∂

∂y

h1∫
0

u21B31dz −B0 u31|h1
= 0, (1.27)

уравнение zкомпоненты магнитного поля в верхнем слое принимает вид

∂

∂t

h2∫
h1

B32dz +
∂

∂x

h2∫
h1

u12B32dz +
∂

∂y

h2∫
h1

u22B32dz −B0(u32|h2
− u32|h1

) = 0. (1.28)

Поступим аналогично для уравнений горизонтальных скоростей в системе (1.5) в нижнем
слое и в системе (1.6) в верхнем слое. Начнем с уравнения изменения xкомпоненты импульса в
нижнем слое:

ρ1
∂

∂t

h1∫
0

u11dz − ρ1 u11|z=h1

∂h1
∂t

+ ρ1
∂

∂x

h1∫
0

(u211 −B2
11
)dz − ρ1 u

2
11

∣∣
z=h1

∂h1
∂x

+

+ρ1 B11|z=h1

∂h1
∂x

+
∂

∂x

h1∫
0

p̃1dz − p̃|z=h1

∂h1
∂x

+ ρ1
∂

∂y

h1∫
0

(u11u21 −B11B21)dz−
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−ρ1 u11 |z=h1
u21 |z=h1

∂h1
∂y

+ ρ1 B11|z=h1
B21|z=h1

∂h1
∂y

+ ρ1 u11|z=h1
u31|z=h1

−

−ρ1 u11 |z=0 u31|z=0 − ρ1 B11|z=h1
B31|z=h1

+ ρ1 B11|z=0 B31|z=0 = ρ1f

h1∫
0

u21dz.

После подстановки граничных условий (1.71.9), (1.10)(1.12) и учета уравнений для давления
в нижнем слое плазмы (1.20) и давления (1.17) на границе между слоями различной плотности
получим:

∂

∂t

h1∫
0

u11dz +
∂

∂x

h1∫
0

(u211 −B2
11
)dz +

∂

∂y

h1∫
0

(u11u21 −B11B21)dz +
ρ2
ρ1
gh1

∂

∂x
(h2 − h1) + g

∂

∂x

h21
2
−

−B0(B11|h1
− B11 |0) = f

h1∫
0

u21dz. (1.29)

Считаем, что горизонтальные составляющие магнитного поля малы по сравнению с внешним вер
тикальным полемB0, а изменение горизонтальной составляющей вдоль оси z обусловлено прежде
всего сдвигом в слое. Выражение для производной горизонтальной составляющей магнитного по
ля запишем как

∂B11,21

∂z
= −B11,21

h1
→ B11,21|z=h1

− B11,21|z=0 = −B11,21

Тогда последнее слагаемое в уравнении (1.29) примет вид B0B11 .
Аналогично преобразуем оставшиеся уравнения изменения импульса: уравнение изменения

xкомпоненты импульса в верхнем слое принимает вид

∂

∂t

h2∫
h1

u12dz +
∂

∂x

h2∫
h1

(u212 −B2
12
)dz +

∂

∂y

h2∫
h1

(u12u22 −B12B22)dz + g∆h
∂

∂x
h1 +

+g
∂

∂x

∆h2

2
+B0B12 = f

h2∫
h1

u22dz, (1.30)

уравнение изменения yкомпоненты импульса в нижнем слое принимает вид

∂

∂t

h1∫
0

u21dz +
∂

∂x

h1∫
0

(u11u21 −B11B21)dz +
∂

∂y

h1∫
0

(u221 −B2
21
)dz +

ρ2
ρ1
gh1

∂

∂y
∆h+

+g
∂

∂y

h21
2

+B0B21 = −f
h1∫
0

u11dz, (1.31)
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уравнение изменения yкомпоненты импульса в верхнем слое принимает вид

∂

∂t

h2∫
h1

u22dz +
∂

∂x

h2∫
h1

(u12u22 −B12B22)dz +
∂

∂y

h2∫
h1

(u222 −B2
22
)dz + g∆h

∂

∂y
h1 +

+g
∂

∂y

∆h2

2
+B0B22 = −f

h2∫
h1

u12dz. (1.32)

Для окончательного вывода уравнений мелкой воды введем усредненные по высоте слоев
скорости и магнитные поля и представим скорости и магнитные поля в каждом из слоев как сумму
усредненных величин и флуктуаций. Тогда скорости и магнитные поля в нижнем слое плазмы
имеют следующий вид:

u11 = ux1 + u′11 =
1

h1

h1∫
0

u11dz + u′11 (1.33)

u21 = uy1 + u′21 =
1

h1

h1∫
0

u21dz + u′21 (1.34)

B11 = Bx1 +B′
11

=
1

h1

h1∫
0

B11dz +B′
11

(1.35)

B21 = By1 +B′
21

=
1

h1

h1∫
0

B21dz +B′
21
, (1.36)

а скорости и магнитные поля в верхнем слое плазмы имеют следующий вид:

u12 = ux2 + u′12 =
1

(h2 − h1)

h2∫
h1

u12dz + u′12 (1.37)

u22 = uy2 + u′22 =
1

(h2 − h1)

h2∫
h1

u22dz + u′22 (1.38)

B12 = Bx2 +B′
12

=
1

(h2 − h1)

h2∫
h1

B12dz +B′
12

(1.39)

B22 = By2 +B′
22

=
1

(h2 − h1)

h2∫
h1

B22dz +B′
22
. (1.40)

Подставим выражения (1.331.36) в уравнения (1.21), (1.29), (1.31), (1.23), (1.25), а выражения
(1.371.40) в уравнения (1.22), (1.30), (1.32), (1.24), (1.26), пренебрегая слагаемыми, включающими
флуктуации [18]. В результате получим магнитогидродинамические уравнения стратифицирован
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ной плазмы в поле силы тяжести в приближении двуслойной мелкой воды во внешнем магнитном
поле.

Уравнения для нижнего слоя плазмы высоты h1 и плотности ρ1 имеют вид:

∂th1 + ∂x(h1ux1) + ∂y(h1uy1) = 0, (1.41)

∂t(h1ux1) + ∂x(h1u
2
x1

− h1B
2
x1

+
gh21
2

) +
ρ2
ρ1
gh1∂x∆h+ ∂y(h1ux1uy1 − h1Bx1By1)+

+B0Bx1 = h1fuy1 , (1.42)

∂t(h1uy1) + ∂x(h1ux1uy1 − h1Bx1By1) + ∂y(h1u
2
y1
− h1B

2
y1
+
gh21
2

) +
ρ2
ρ1
gh1∂y∆h+

+B0By1 = −h1fux1 , (1.43)

∂t(h1Bx1) + ∂y(h1(Bx1uy1 −By1ux1))−B0ux1 = 0, (1.44)

∂t(h1By1) + ∂x(h1(By1ux1 −Bx1uy1))−B0uy1 = 0, (1.45)

∂tBz1 +B0(∂xux1 + ∂yuy1) = 0, (1.46)

∂xBx1 + ∂yBy1 = 0. (1.47)

Уравнения для верхнего слоя плазмы высоты ∆h и плотности ρ2 имеют вид :

∂t(∆h) + ∂x(∆hux2) + ∂y(∆huy2) = 0, (1.48)

∂t(∆hux2) + ∂x(∆h(u
2
x2

−B2
x2
) +

g(∆h)2

2
) + g∆h∂xh1 + ∂y∆h(ux2uy2 −Bx2By2)+

+B0Bx2 = ∆hfuy2 , (1.49)

∂t(∆huy2) + ∂x(∆h(ux2uy2 −Bx2By2)) + ∂y(∆h(u
2
y2
−B2

y2
) +

g(∆h)2

2
) + g∆h∂yh1+

+B0By2 = −∆hfux2 , (1.50)

∂t(∆hBx2) + ∂y(∆h(Bx2uy2 −By2ux2))−B0ux2 = 0, (1.51)

∂t(∆hBy2) + ∂x(∆h(By2ux2 −Bx2uy2))−B0uy2 = 0, (1.52)

∂tBz2 +B0(∂xux2 + ∂yuy2) = 0, (1.53)

∂xBx2 + ∂yBy2 = 0. (1.54)

Отметим, что наличие внешнего вертикального магнитного поля B0 приводит к существен
ным изменениям горизонтальной динамики магнитного поля в приближении мелкой воды [31].
Уравнения (1.46), (1.47) и (1.53), (1.54) отделяются от остальных уравнений, поэтому мы их опус
каем. Они обеспечивают условие бездивергентности магнитного поля, которое используется для
задания корректных начальных условий. Тем не менее эти уравнения описывают принципиальную
трехмерность и осесимметричность магнитных полей в приближении мелкой воды. В отсутствие
внешнего магнитного поля B0 = 0 уравнения (1.411.47), (1.481.54) переходят в магнитогидро
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динамические уравнения стратифицированной плазмы в приближении двуслойной мелкой воды
[19]. При равенстве высот и плотностей слоев уравнения (1.411.47) переходят в магнитогидро
динамические уравнения в приближении однослойной мелкой воды во внешнем магнитном поле
[30, 31], и при B0 = 0 сводятся к хорошо известным магнитогидродинамическим уравнениям
мелкой воды без внешнего магнитного поля [3, 18].

1.3 Приближение βплоскости. ВолнымагнитоПуанкаре имагнитоРоссби

Ниже будем исследовать сферические течения тонкого слоя несжимаемой вращающейся плаз
мы в приближении двуслойной мелкой воды в рамках полученных уравнений (1.411.54). Эффек
ты сферичности учитываем в приближении βплоскости по аналогии с уравнениями нейтральной
жидкости [31]. Считаем, что параметр Кориолиса f слабо меняется при малых изменениях широ
ты. Представим f в следующем виде:

f = 2Ω sin θ ≈ 2Ω sin θ0 + 2Ω(θ − θ0) cos θ0 ≈ f0 + βy, (1.55)

где Ω  угловая скорость вращения, равная для обоих слоев, f0 = 2Ω sin θ0, β = ∂f/∂y.
Дифференцируем уравнения для горизонтальных компонент скоростей ux1 (1.42) и ux2 (1.49)

по y с учетом зависимости параметра Кориолиса отшироты (1.55). Считая βy ≪ f0, получим урав
нения для стратифицированной вращающейся плазмы на бетаплоскости при наличии внешнего
магнитного поля.

Уравнения для нижнего слоя плазмы высоты h1 и плотности ρ1 принимают вид:

∂th1 + ∂x(h1ux1) + ∂y(h1uy1) = 0, (1.56)

∂y∂t(h1ux1) + ∂y∂x(h1u
2
x1

− h1B
2
x1

+
gh21
2

) +
ρ2
ρ1
g∂yh1∂x∆h+ ∂2y(h1ux1uy1 − h1Bx1By1)+

+B0∂yBx1 = f0∂yh1uy1 + βh1uy1, (1.57)

∂t(h1uy1) + ∂x(h1ux1uy1 − h1Bx1By1) + ∂y(h1u
2
y1
− h1B

2
y1
+
gh21
2

) +
ρ2
ρ1
gh1∂y∆h+

+B0By1 = −h1f0ux1 , (1.58)

∂t(h1Bx1) + ∂y(h1(Bx1uy1 −By1ux1))−B0ux1 = 0, (1.59)

∂t(h1By1) + ∂x(h1(By1ux1 −Bx1uy1))−B0uy1 = 0. (1.60)

Уравнения для верхнего слоя плазмы высоты ∆h и плотности ρ2 принимают вид:

∂t(∆h) + ∂x(∆hux2) + ∂y(∆huy2) = 0, (1.61)

∂y∂t(∆hux2) + ∂y∂x(∆h(u
2
x2

−B2
x2
) +

g∆h2

2
) + g∂y∆h∂xh1 + ∂2y∆h(ux2uy2 −Bx2By2)+

+B0∂yBx2 = f0∂y∆hfuy2 + β∆huy2 , (1.62)
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∂t(∆huy2) + ∂x(∆h(ux2uy2 −Bx2By2)) + ∂y(∆h(u
2
y2
−B2

y2
) +

g(∆h)2

2
) + g∆h∂yh1+

+B0By2 = −∆hf0ux2 , (1.63)

∂t(∆hBx2) + ∂y(∆h(Bx2uy2 −By2ux2))−B0ux2 = 0, (1.64)

∂t(∆hBy2) + ∂x(∆h(By2ux2 −Bx2uy2))−B0uy2 = 0, (1.65)

Используем далее уравнения (1.561.65) для изучения волн в стратифицированной плазме в
приближении двуслойной мелкой воды на бетаплоскости на фоне стационарного внешнего верти
кального магнитного поля. При отсутствии вертикального магнитного поля уравнения (1.561.65)
переходят в систему магнитогидродинамических уравнений в приближении двуслойной мелкой
воды на бетаплоскости, записанную ниже, и имеют стационарное решение в виде горизонтально
го (тороидального и полоидального) магнитного поля и будут также использованы для изучения
волн.

∂th1 + ∂x(h1ux1) + ∂y(h1uy1) = 0, (1.66)

∂y∂t(h1ux1) + ∂y∂x(h1u
2
x1

− h1B
2
x1

+
gh21
2

) +
ρ2
ρ1
g∂yh1∂x∆h+ ∂2y(h1ux1uy1 − h1Bx1By1) =

= f0∂yh1uy1 + βh1uy1, (1.67)

∂t(h1uy1)+ ∂x(h1ux1uy1 −h1Bx1By1)+ ∂y(h1u
2
y1
−h1B

2
y1
+
gh21
2

)+
ρ2
ρ1
gh1∂y∆h = −h1f0ux1 , (1.68)

∂t(h1Bx1) + ∂y(h1(Bx1uy1 −By1ux1)) = 0, (1.69)

∂t(h1By1) + ∂x(h1(By1ux1 −Bx1uy1)) = 0, (1.70)

∂t(∆h) + ∂x(∆hux2) + ∂y(∆huy2) = 0, (1.71)

∂y∂t(∆hux2) + ∂y∂x(∆h(u
2
x2

−B2
x2
) +

g∆h2

2
) + g∂y∆h∂xh1 + ∂2y∆h(ux2uy2 −Bx2By2) =

= f0∂y∆hfuy2 + β∆huy2 , (1.72)

∂t(∆huy2)+∂x(∆h(ux2uy2−Bx2By2))+∂y(∆h(u
2
y2
−B2

y2
)+
g(∆h)2

2
)+g∆h∂yh1 = −∆hf0ux2 , (1.73)

∂t(∆hBx2) + ∂y(∆h(Bx2uy2 −By2ux2)) = 0, (1.74)

∂t(∆hBy2) + ∂x(∆h(By2ux2 −Bx2uy2)) = 0, (1.75)

1.3.1 Линейные волны во внешнем вертикальном магнитном поле

Рассмотрим течение тонкого стратифицированного слоя плазмы в приближении мелкой воды
на бетаплоскости во внешнем вертикальном магнитном поле.

Линеаризуем уравнения (1.561.65) на фоне стационарного состояния:

h1,2 = h01,02 = const; ux1,x2 = uy1,y2 = Bx1,x2 = By1,y2 = 0; B0 = const (1.76)

Представляем неизвестные величины в виде суммы стационарного состояния и плоской волны с
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малой амплитудой:

h1 = h01 + h′1e
iφ, h2 = h02 + h′2e

iφ, ux1 = u′x1
eiφ, uy1 = u′y1e

iφ, ux2 = u′x2
eiφ, uy2 = u′y2e

iφ,

Bx1 = B′
x1e

iφ, By1 = B′
y1e

iφ, Bx2 = B′
x2e

iφ, By2 = B′
y2e

iφ,

где φ = ωt− kxx− kyy, h02 − h01 ≡ ∆h0.
Подставляя эти выражения в систему (1.561.65) и оставляя слагаемые первого порядка ма

лости, получаем линеаризованные магнитогидродинамические уравнения стратифицированной
плазмы в приближении двуслойной мелкой воды во внешнем вертикальном магнитном поле:

ωh′1 − kxh01u
′
x1

− kyh01u
′
y1

= 0, (1.77)

ωkyu
′
x1

− kxky

[
gh′1 +

ρ2
ρ1
g(h′2 − h′1)

]
− iky

B0

h01
B′

x1
− (β − if0ky)u

′
y1

= 0, (1.78)

ωu′y1 − ky

[
gh′1 +

ρ2
ρ1
g(h′2 − h′1)

]
− i

B0

h01
B′

y1
− if0u

′
x1

= 0, (1.79)

ωB′
x1

+ iu′x1

B0

h01
= 0, (1.80)

ωB′
y1
+ iu′y1

B0

h01
= 0, (1.81)

ω(h′2 − h′1)− kx(h02 − h01)u
′
x2

− ky(h02 − h01)u
′
y2

= 0, (1.82)

ωkyu
′
x2

− kxkygh
′
2 − iky

B0

∆h0
B′

x2
− (β − if0ky)u

′
y2

= 0, (1.83)

ωu′y2 − kygh
′
2 − i

B0

∆h0
B′

y2
− if0u

′
x2

= 0, (1.84)

ωB′
x2

+ iu′x2

B0

∆h0
= 0, (1.85)

ωB′
y2
+ iu′y2

B0

∆h0
= 0. (1.86)

Систему (1.771.86) можно записать в матричном виде:

Aq = 0,

где коэффициенты в матрице A = aij имеют следующий вид (i  номер строки, j  номер столбца):

a11 = ω, a13 = −h01kx, a14 = −h01ky,

a21 = kxkyg

(
ρ2
ρ1

− 1

)
, a22 = −kxky

ρ2
ρ1
g, a23 = ωky, a24 = if0ky − β, a25 = iky

B0

h01
,

a31 = kyg

(
ρ2
ρ1

− 1

)
, a32 = −ky

ρ2
ρ1
g, a33 = −if0, a34 = ω, a36 = i

B0

h01
,
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a43 = i
B0

h01
, a45 = ω, a54 = i

B0

h01
, a56 = ω,

a61 = −ω, a62 = ω, a67 = −kx∆h0, a68 = −ky∆h0,

a72 = −kxkyg, a77 = ωky, a78 = if0ky − β, a79 = iky
B0

∆h0
,

a82 = −kyg, a87 = −if0, a88 = ω, a810 = i
B0

∆h0
,

a97 = i
B0

∆h0
, a99 = ω, a108 = i

B0

∆h0
, a1010 = ω,

а столбец неизвестных q имеет следующий вид:

q =
(
h′1,h

′
2,u

′
x1
,u′y1 ,B

′
x1
,B′

y1
,u′x2

,u′y2 ,B
′
x2
,B′

y2

)T
.

Из условия равенства нулю детерминанта матрицы линеаризованной системы (1.771.86) по
лучим следующее дисперсионное соотношение для волн во вращающейся стратифицированной
плазме во внешнем вертикальном магнитном поле в приближении двуслойной мелкой воды на
бетаплоскости:

(ω4− b1ω
2− c1ω+d1)(ω

4− b2ω
2− c2ω+d2) =

ρ2
ρ1
g2k4h01∆h0(ω

2+ fω+ q1)(ω
2+ fω+ q2), (1.87)

где

b1 =
2B2

0

h201
+ f 2

0 + gk2h01, c1 = βgkxh01, d1 =
B4

0

h401
+
B2

0gk
2

h01
,

b2 =
2B2

0

∆h20
+ f 2

0 + gk2∆h0, c2 = βgkx∆h0, d2 =
B4

0

∆h40
+
B2

0gk
2

∆h0
,

f =
βkx
k2

, q1 =
B2

0

h201
, qj =

B2
0

∆h20
,

Правая часть дисперсионного соотношения (1.87) описывает эффекты стратификации в двуслой
ной модели, левая часть является произведением двух выражений, первое из которых соответству
ет нижнему слою, а второе  верхнему.

Строгий теоретический анализ полученного дисперсионного уравнения (1.87) не представля
ется возможным, поэтому ограничимся качественным рассмотрением. В первом приближении вы
делим волны магнитоПуанкаре и магнитоРоссби в отсутствие стратификации [25]. В случае ма
лого различия в плотностях слоев плазмы представим решение дисперсионного уравнения (1.87)
в высокочастотном пределе в виде суммы волны магнитоПуанкаре в отсутствие стратификации и
малой поправки, связанной со стратификацией плазмы. В низкочастотном пределе решение дис
персионного уравнения (1.87) представим в виде суммы волны магнитоРоссби в отсутствие стра
тификации и малой поправки, связанной со стратификацией плазмы.

Найдем решение дисперсионного уравнения (1.87) в высокочастотном пределе. В отсутствии
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стратификации (ρ2 = ρ1) уравнение (1.87) принимает вид:

[ω4 − ω2(
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 ) +
B4

0

h201∆h
2
0

][ω4 − ω2(
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2h02)− ωgh02βkx +

+
B2

0

h01∆h0
(

B2
0

h01∆h0
+ gk2

h301 +∆h30
h01∆h0

)] = 0, (1.88)

где ω – частота возмущения, k = (kx,ky) – волновой вектор возмущения. Биквадратное уравнение
в первой скобке дает следующие значения для частоты:

ω2
1,2 =

1

2

f 2
0 +

B2
0

h201
+

B2
0

∆h20
±

√(
B2

0

h201
− B2

0

∆h20

)2

+ f 2
0

(
f 2
0 +

2B2
0

h201
+

2B2
0

∆h20

) .

Мы предполагаем, что ω ̸= ω1,2, и ищем решение следующего дисперсионного уравнения:

ω4 − ω2(
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2H)− ωgHβkx +
B2

0

h01∆h0
(

B2
0

h01∆h0
+ gk2

h301 +∆h30
h01∆h0

) = 0.

В высокочастотном пределе решением уравения является следующее дисперсионное соотноше
ние:

ωMPv = ±

√
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2h02, (1.89)

которое описывает волнымагнитоПуанкаре на βплоскости во внешнем вертикальноммагнитном
поле. Дисперсионное соотношение (1.89) имеет вид, схожий с дисперсионным соотношением для
волн магнитоПуанкаре во внешнем вертикальном магнитном поле в однослойном приближении
[30]:

ωMPv1
= ±

√
2
B2

0

h202
+ f 2

0 + gk2h02.

Отличие состоит в слагаемых, связанных с влиянем магнитного поля на динамику волны. В дву
слойной модели они представлены в виде двух слагаемых, каждое из оторых соответствует од
ному из слоев плазмы. Отметим здесь существенное различие с волнами магнитоПуанкаре на f 
плоскости. Дисперсионное соотношение (1.89) имеет более простой вид, в нем отсутствует допол
нительный внутренний радикал, что меняет динамику волны. Кроме того, дисперсионное уравне
ние (1.88) не имеет решения в виде магнитострофических волн.

В низкочастотном пределе в отсутвие стратификации уравнение (1.88) имеет решение в сле
дующем виде:

ωMRv =

B2
0

h01∆h0
(

B2
0

h01∆h0
+

gk2(h3
01+∆h3

0)

h01∆h0
)

βkxgh02
, (1.90)

которое описывает волны магнитоРоссби на βплоскости во внешнем вертикальном магнитном
поле. Дисперсионное соотношение (1.90) имеет вид, схожий с дисперсионным соотношением для
волн магнитоРоссби во внешнем вертикальном магнитном поле в однослойном приближении
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[30]:

ωMRv1
=

B2
0

h2
02
(
B2

0

h2
02
+ ghk2)

βkxgh02
.

Отличие состоит в слагаемых, связанных с влиянием магнитного поля на динамику волны. В дву
слойной модели они включают в себя в явном виде высоты обоих слоев, связывая их между собой.

Найдем поправку к частотам, связанную со стратификацией (ρ1 ̸= ρ2). Перепишем уравнение
(1.87) в следующем виде:

[ω4 − ω2(
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 ) +
B4

0

h201∆h
2
0

][ω4 − ω2(
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2h02)−

−ωgh02βkx +
B2

0

h01∆h0
(

B2
0

h01∆h0
+ gk2

h301 +∆h30
h01∆h0

)] =

(
ρ2
ρ1

− 1

)
g2k4h01∆h0 ·

·(ω2 +
βkx
k2

ω +
B2

0

h201
)(ω2 +

βkx
k2

ω +
B2

0

∆h20
) (1.91)

Считаем искомую поправку к частоте δMPv = ω − ωMPv малой по сравнению с самой частотой:

ωα
MPv

· δMPv ≫ 1 ∀α > 0.

Тогда влияние стратификации на высокочастотную волну магнитоПуанкаре описывается поправ
кой к частоте в следующем виде:

δMPv =
1

2

(
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2h02

)
± 1

2

((
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2h02

)2

−

−
φ1

(
ρ2
ρ1
,ωMPv

)
(ω2

MPv
− ω2

1)(ω
2
MPv

− ω2
2)

(1/2)

. (1.92)

Здесь φ1 — правая часть дисперсионного уравнения (1.91) при ω = ωMPv .
Рассмотрим влияние стратификации на волну магнитоРоссби в двуслойной модели мелкой

воды во внешнем магнитном поле. Считаем искомую поправку к частоте δMRv = ω−ωMRv малой
по сравнению с самой частотой:

ωα
MRv

· δMRv ≫ 1 ∀α > 0.

Тогда влияние стратификации на высокочастотную волну магнитоРоссби описывается поправкой
к частоте в следующем виде:

δMRv = −
φ2

(
ρ2
ρ1
,ωMRv

)
(ω2

MRv
− ω2

1)(ω
2
MRv

− ω2
2)gh02βkx

. (1.93)

Здесь φ2 — правая часть дисперсионного уравнения (1.91) при ω = ωMRv .
На рис. 3 изображены дисперсионные кривые для волны магнитоРоссби (a) и для волны
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2

1

b)

1

2

b)

Рис. 3: Дисперсионные кривые для волн магнитоРоссби ωMRv без учета стратификации (а, 1) и с
учетом малой поправки δMRv (a, 2) и для волн магнитоПуанкаре ωMPv без учета стратификации
(b, 1) и с учетом малой поправки δMPv (b, 2)

магнитоПуанкаре (b) без учета стратификации (1) и с учетом найденных поправок к частотам (2).
Запишем фазовую vphMPv

и групповую vgrMPv
скорости в направлении kx для волны магнито

Пуанкаре во внешнем вертикальном магнитном поле в модели двух слоев разной плотности:

vphMPv
=
ωMPv + δMPv

kx
=

1

kx

√
B2

0

h201
+

B2
0

∆h20
+ f 2

0 + gk2xh02 +
1

2kx

 B2
0

h201 +
B2

0

∆h2
0

+ f 2
0 + gk2xh02

+

+
1

2kx

√√√√√
 B2

0

h201 +
B2

0

∆h2
0

+ f 2
0 + gk2xh02

2

−
φ1

(
ρ2
ρ1
,ωMPv

)
(ω2

MP1
− ω2

1)(ω
2
MPv

− ω2
2)
, (1.94)

vgrMPv
=
∂(ωMPv + δMPv)

∂kx
=

gkxh02√
B2

0

h2
01
+

B2
0

∆h2
0
+ f 2

0 + gk2xh02

+ gkxh02 +

+
1

2

∂

∂kx


√√√√√
 B2

0

h201 +
B2

0

∆h2
0

+ f 2
0 + gk2xh02

2

−
φ1

(
ρ2
ρ1
,ωMPv

)
(ω2

MPv
− ω2

1)(ω
2
MPv

− ω2
2)

 . (1.95)

Анализ выражений показал, что наличие стратификации (ρ2 ̸= ρ1) в системе увеличивает фазовую
и групповую скорости волны магнитоПуанкаре вдоль направления kx в вертикальном магнитном
поле при малых kx (kx < 1). При больших kx наблюдается существенное уменьшение фазовой и
групповой скорости волны магнитоПуанкаре.

Запишем фазовую vphMRv
и групповую vgrMRv

скорости в направлении kx для волны магнито
Россби во внешнем вертикальном магнитном поле в модели двух слоев разной плотности:

vphMRv
=
ωMRv + δMRv

kx
=
B2

0(B
2
0 + gk2(h301 +∆h30))

h201∆h
2
0h02βgk

2
x

+
−φ1

(
ρ2
ρ1
,ωMRv

)
(ω2

MRv
− ω2

1)(ω
2
MRv

− ω2
2)gh02βk

2
x

, (1.96)
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vgrMRv
=
∂(ωMRv + δMRv)

∂kx
= −

B2
0(B

2
0 + g(h301 +∆h30)(k

2
y − k2x)

h201∆h
2
0h02βgk

2
x

+

+
∂

∂kx

 −φ1

(
ρ2
ρ1
,ωMRv

)
(ω2

MRv
− ω2

1)(ω
2
MRv

− ω2
2)gh02βkx

 . (1.97)

Анализ выражений показал, что наличие стратификации (ρ2 ̸= ρ1) в системе увеличивает фазовую
скорость волны магнитоРоссби вдоль направления kx в вертикальном магнитном поле и умень
шает ее групповую скорость в данном направлении.

Отметим, что дисперсионное уравнение (1.88) в отсутствие внешнего магнитного поля сво
дится к дисперсионному уравнению слоя нейтральной жидкости высоты h02 в приближении мел
кой воды [30]:

(ω2 − f 2
0 )(ω

3 − ω(f 2
0 + gk2h02)− gkxβh02) = 0, (1.98)

и его решением является гидродинамическая волна Россби:

ωR = − gkxβh02
f 2
0 + gk2h02

. (1.99)

Аналогично найдем поправку, связанную со стратификацией, для гидродинамической волныРосс
би (1.99). Дисперсионное уравнение (1.88) в отсутствие внешнего магнитного поля при малом
различии в плотностях имеет вид:

(ω2 − f 2
0 )(ω

3 − ω(f 2
0 + gk2h02)− gkxβh02) =

(
ρ2
ρ1

− 1

)
g2k4h01∆h0

(
ω +

2βkx
k2

)
. (1.100)

Обозначая правую часть как ξ
(

ρ2
ρ1
,ωR

)
, искомую поправку, как δN = ω − ωR, с учетом ω2

R ̸= f 2
0 ,

имеем:

δN =
ξ(ρ2

ρ1
,ωR)

(f 2
0 + gk2h02)(ω2

R − f 2
0 )
. (1.101)

Таким образом, показано, что в линейном приближении система уравнений двуслойной мел
кой воды во внешнем вертикальноммагнитном поле (1.771.86) имеет решение в виде волнмагнито
Пуанкаре (1.89) и волн магнитоРоссби (1.90) с поправками (1.92), (1.93), описывающими влияние
стратификации на динамику волн. Получено, что поправка к частоте, связанная со стратифика
цией, во внешнем вертикальном магнитном поле увеличивает фазовую скорость волн магнито
Пуанкаре, увеличивает групповую скорость при малых kx и уменьшает при больших kx, умень
шает групповую скорость волн магнитоРоссби и увеличивает фазовую скорость волн магнито
Россби. Заметим, что параметр β, описывающий эффекты сферичности, присутствует как в выра
жении для частоты волны магнитоРоссби во внешнем вертикальном магнитном поле без учета
стратификации ωMRv (1.90), так и в выражении для поправки δMRv (1.93), связанной со стратифи
кацией. Однако для гидродинамической волны Россби (1.99) параметр β отсутствует в поправке
δN (1.101), связанной со стратификацией.
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1.3.2 Линейные волны в горизонтальном магнитном поле

Перейдем к изучению течений тонкого стратифицированного слоя плазмы в приближении
мелкой воды на бетаплоскости в отсутствие внешнего вертикального магнитного поля. Как было
указано выше, в этом случае уравнения (1.661.75) имеют стационарное решение в виде горизон
тального магнитного поля:

ux1,x2 = uy1,y2 = 0, h1,2 = h01,02 = const, Bx1,x2 = Bx01,x02
= const, By1,y2 = By01,y02 = const.

(1.102)
Представляем, как и ранее, неизвестные величины в виде суммы стационарного состояния и плос
кой волны с малой амплитудой:

h1 = h01 + h′1e
iφ, h2 = h02 + h′2e

iφ, ux1 = u′x1
eiφ, uy1 = u′y1e

iφ, ux2 = u′x2
eiφ, uy2 = u′y2e

iφ,

Bx1 = Bx01
+B′

x1
eiφ, By1 = By01 +B′

y1
eiφ, Bx2 = Bx02

+B′
x2
eiφ, By2 = By02 +B′

y2
eiφ,

где φ = ωt− kxx− kyy, h02 − h01 ≡ ∆h0.
Подставляя эти выражения в систему (1.661.75) и оставляя слагаемые первого порядка ма

лости, получаем линеаризованные магнитогидродинамические уравнения стратифицированной
плазмы в приближении двуслойной мелкой воды:

ωh′1 − kxh01u
′
x1

− kyh01u
′
y1

= 0, (1.103)

ωkyu
′
x1

− kxky

[
gh′1 +

ρ2
ρ1
g(h′2 − h′1)−Bx01

B′
x1

]
+ k2yBy01B

′
x1

− (β − if0ky)u
′
y1

= 0, (1.104)

ωu′y1 + kxBx01
B′

y1
− ky

[
gh′1 +

ρ2
ρ1
g(h′2 − h′1)−By01B

′
y1

]
− ifu′x1

= 0, (1.105)

ω(h01B
′
x1

+Bx01
h′1)− kyh01(Bx01

u′y1 −By01u
′
x1
) = 0, (1.106)

ω(h01B
′
y1
+By01h

′
1)− kxh01(By01u

′
x1

−Bx01
u′y1) = 0, (1.107)

ω(h′2 − h′1)− kx∆h0u
′
x2

− ky∆h0u
′
y2

= 0, (1.108)

ωkyu
′
x2

− kxky
[
g(h′2 − h′1)−Bx02

B′
x2

]
+ k2yBy02B

′
x2

− (β − if0ky)u
′
y2

= 0, (1.109)

ωu′y2 + kxBx02
B′

y2
− ky

[
gh′2 −By02B

′
y2

]
− ifu′x2

= 0, (1.110)

ω(∆h0B
′
x2

+Bx02
(h′2 − h′1))− ky∆h0(Bx02

u′y2 −By02u
′
x2
) = 0, (1.111)

ω(∆h0B
′
y2
+By02(h

′
2 − h′1))− kx∆h0(By02u

′
x2

−Bx02
u′y2) = 0. (1.112)

Систему (1.1031.112) можно записать в матричном виде:

A′q = 0
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где коэффициенты в матрицеA′ = a′ij имеют следующий вид (i  номер строки, j  номер столбца):

a′11 = ω, a′13 = −h01kx, a′14 = −h01ky,

a′21 = kxkyg
ρ2 − ρ1
ρ1

, a′22 = −kxkyg
ρ2
ρ1
, a′23 = ωky, a′24 = if0ky − β, a′25 = ky(k · B)21,

a′31 = kyg
ρ2 − ρ1
ρ1

, a′32 = −kyg
ρ2
ρ1
, a′33 = −if0, a′34 = ω, a′36 = (k · B)21,

a′41 = ωBx01
, a′43 = kyh01By01 , a′44 = −kyh01Bx01

, a′45 = ωh01,

a′51 = ωBy01 , a′53 = −kxh01By01 , a′54 = kxh01Bx01
, a′56 = ωh01,

a′a′61 = −ω, a′62 = ω, a′67 = −kx∆h0, a′68 = −ky∆h0,

a′72 = −kxkyg, a′77 = ωky, a′78 = if0ky − β, a′79 = ky(k · B)22,

a′82 = −kyg, a′87 = −if0, a′88 = ω, a′810 = (k · B)22,

a′91 = −ωBx02
, a′92 = ωBx02

, a′97 = ky∆h0By02 , a′98 = −ky∆h0Bx02, a′99 = ω∆h0,

a′101 = −ωBy02 , a′102 = ωBy02 , a′107 = −kx∆h0By02 , a′108 = kx∆h0Bx02
, a′1010 = ω∆h0,

где (k · B)i = (kxBx0i
+ kyBy0i), а столбец неизвестных q имеет следующий вид:

q =
(
h′1,h

′
2,u

′
x1
,u′y1 ,B

′
x1
,B′

y1
,u′x2

,u′y2 ,B
′
x2
,B′

y2

)T
Из условия равенства нулю детерминанта матрицы линеаризованной системы (1.1031.112)

получим следующее дисперсионное соотношение для волн во вращающейся стратифицированной
плазме в приближении двуслойной мелкой воды на бетаплоскости:

(ω4− b1ω2− c1ω+d1)(ω4− b2ω2− c2ω+d2) =
ρ2
ρ1
g2k4h01∆h0(ω

2+aω− q1)(ω2+aω− q2), (1.113)

где
b1 = f 2

0 + 2(k · B)21 + gk2h01, c1 = gh01βkx, d1 = (k · B)21((k · B)21 + gk2h01),

b2 = f 2
0 + 2(k · B)22 + gk2∆h0, c2 = g∆h0βkx, d2 = (k · B)22((k · B)22 + gk2∆h0),

a =
βkx
k2

, q1 = (k · B)21, q2 = (k · B)22.

Правая часть дисперсионного соотношения (1.113) описывает эффекты стратификации в двуслой
ной модели, левая часть является произведением двух выражений, первое из которых соответству
ет нижнему слою, а второе  верхнему.

Строгий теоретический анализ полученного дисперсионного уравнения (1.113) не представ
ляется возможным, поэтому ограничимся качественным рассмотрением при равных горизонталь
ных магнитных полях в слоях (k ·B)1 = (k ·B)2 ≡ (k ·B). В первом приближении выделим волны
магнитоПуанкаре и магнитоРоссби в отсутствие стратификации [25]. В случае малого различия в
плотностях слоев плазмы представим решение дисперсионного уравнения (1.113) в высокочастот
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ном пределе в виде суммы волны магнитоПуанкаре в отсутствие стратификации и малой поправ
ки, связанной со стратификацией плазмы. В низкочастотном пределе решение дисперсионного
уравнения (1.113) представим в виде суммы волны магнитоРоссби в отсутствие стратификации
и малой поправки, связанной со стратификацией плазмы.

Найдем решение дисперсионного уравнения (1.113) в высокочастотном пределе. В отсут
ствии стратификации (ρ2 = ρ1) уравнение (1.113) принимает вид:

(ω4 − ω2(f 2
0 + 2(k · B)2) + (k · B)4)(ω4 − ω2(f 2

0 + 2(k · B)2 + gh02k
2)−

−ωgh02βkx + (k · B)2((k · B)2 + gh02k
2)) = 0. (1.114)

Биквадратное уравнение в первой скобке дает следующие значения для частоты:

ω2
3,4 =

f 2
0

2
+ (k · B)2 ± f0

√
f 2
0

4
+ (k · B)2.

Мы предполагаем, что ω ̸= ω3,4, и ищем решение следующего дисперсионного уравнения:

ω4 − ω2(f 2
0 + 2(k · B)2 + gh02k

2)− ωgh02βkx + (k · B)2((k · B)2 + gh02k
2) = 0,

которое имеет вид дисперсионного уравнения для одного слоя плазмы высоты h02 в приближении
мелкой воды на бетаплоскости [30], что существенно отличает течение плазмы в горизонтальном
магнитном поле от течения плазмы при наличии внешнего вертикального поля. В высокочастот
ном пределе решением уравнения являются волны магнитоПуанкаре на βплоскости в горизон
тальном магнитном поле, аналогичные волнам в однослойной модели мелкой воды:

ωMPh
= ±

√
2(k · B)2 + f 2

0 + gk2h02. (1.115)

Отметим здесь существенное различие с волнами магнитоПуанкаре на f плоскости. Дисперсион
ное соотношение (1.115) имеет более простой вид, в нем отсутствует дополнительный внутренний
радикал, что меняет динамику волны. Кроме того, дисперсионное уравнение (1.114) не имеет ре
шения в виде магнитострофических волн.

В низкочастотном пределе в отсутствие стратификации уравнение (1.114) имеет решение в
следующем виде:

ωMRh
=

(k · B)2((k · B)2 + gk2h02)

βkxgh02
, (1.116)

которое описывает волнымагнитоРоссби на βплоскости в горизонтальноммагнитном поле. Дис
персионное соотношение (1.116) имеет вид, аналогичный дисперсионному соотношению для волн
магнитоРоссби в горизонтальном магнитном поле в однослойном приближении [30].

Найдем поправку к частотам, связанную со стратификацией (ρ1 ̸= ρ2). Перепишем уравнение
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(1.113) в следующем виде:

(ω4 − ω2(f 2
0 + 2(k · B)2) + (k · B)4)(ω4 − ω2(f 2

0 + 2(k · B)2 + gh02k
2)−

−ωgh02βkx + (k · B)2((k · B)2 + gh02k
2)) =

(
1− ρ2

ρ1

)
g2k2h01∆h0 ·

·
[
k2ω4 − 2βkxω

3 + 2(k · B)2k2ω2 + 2(k · B)2βkxω − (k · B)4
]

(1.117)

Считаем искомую поправку к частоте волны магнитоПуанкаре δMPh
= ω − ωMPh

малой по срав
нению с самой частотой:

ωα
MPh

· δMPh
≫ 1 ∀α > 0.

Тогда влияние стратификации на высокочастотную волну магнитоПуанкаре описывается поправ
кой к частоте в следующем виде:

δMPh
=

1

2

(
2(k · B)2 + f 2

0 + gh02k
2
)
± 1

2

((
2(k · B)2 + f 2

0 + gh02k
2
)2−

−
φ3

(
ρ2
ρ1
,ωMPh

)
(ω2

MPh
− ω2

3)(ω
2
MPh

− ω2
4)

(1/2)

. (1.118)

Здесь φ3 — правая часть дисперсионного уравнения (1.117) при ω = ωMPh
.

Рассмотрим влияние стратификации на волну магнитоРоссби в двуслойной модели мелкой
воды в горизонтальном магнитном поле. Считаем искомую поправку к частоте δMRh

= ω − ωMRh

малой по сравнению с самой частотой:

ωα
MRh

· δMRh
≫ 1 ∀α > 0.

Тогда влияние стратификации на высокочастотную волну магнитоРоссби описывается поправкой
к частоте в следующем виде:

δMRh
= −

φ4

(
ρ2
ρ1
,ωMRh

)
(ω2

MRh
− ω2

3)(ω
2
MRh

− ω2
4)gh02βkx

(1.119)

Здесь φ4 — правая часть дисперсионного уравнения (1.117) при ω = ωMRh
.

На рис. 4 изображены дисперсионные кривые для волны магнитоРоссби (a) и для волны
магнитоПуанкаре (b) без учета стратификации (1) и с учетом найденных поправок к частотам (2).

Запишем фазовую vphMPh
и групповую vgrMPh

скорости в направлении kx для волны магнито
Пуанкаре в горизонтальном магнитном поле в модели двух слоев разной плотности:

vphMPh
=
ωMPh

+ δMPh

kx
=

1

kx

√
2k2xB

2
x0

+ f 2
0 + gk2h02 +

1

2kx

(
2k2xB

2
x0

+ f 2
0 + gk2h02

)
+ (1.120)

+
1

2kx

√√√√(
2k2xB

2
x0

+ f 2
0 + gk2h02

)2 − φ2

(
ρ2
ρ1
,ωMPh

)
(ω2

MPh
− ω2

3)(ω
2
MPh

− ω2
4)
, (1.121)
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Рис. 4: Дисперсионные кривые для волн магнитоРоссби ωMRh
без учета стратификации (а, 1) и с

учетом малой поправки δMRh
(a, 2) и для волн магнитоПуанкаре ωMPh

без учета стратификации
(b, 1) и с учетом малой поправки δMPh

(b, 2)

vgrMPh
=
∂(ωMPh

+ δMPh
)

∂kx
=

gkxh02√
2k2xB

2
x0

+ f 2
0 + gk2h02

+ gkxh02 +

+
1

2

∂

∂kx


√√√√(

2k2xB
2
x0

+ f 2
0 + gk2h02

)2 − φ2

(
ρ2
ρ1
,ωMPh

)
(ω2

MPh
− ω2

3)(ω
2
MPh

− ω2
4)

 . (1.122)

Анализ выражений показал, что наличие стратификации (ρ2 ̸= ρ1) в системе значительно увели
чивает фазовую и групповую скорости волны магнитоПуанкаре вдоль направления kx в горизон
тальном магнитном поле.

Запишем фазовую vphMRh
и групповую vgrMRh

скорости в направлении kx для волны магнито
Россби в горизонтальном поле в модели двух слоев разной плотности:

vphMRh
=
ωMRh

+ δMRh

kx
=
k2xB

2
x0
(B2

x0
+ gh02)

h02βg
+

−φ2

(
ρ2
ρ1
,ωMRh

)
(ω2

MRh
− ω2

3)(ω
2
MRh

− ω2
4)gh02βk

2
x

, (1.123)

vgrMRh
=
∂(ωMRh

+ δMRh
)

∂kx
=

3k2xB
2
x0

(
B2

x0
+ gh02

)
βgh02

+

+
∂

∂kx

 −φ2

(
ρ2
ρ1
,ωMR2

)
(ω2

MR2
− ω2

3)(ω
2
MR2

− ω2
4)gh02βkx

 . (1.124)

Анализ выражений показал, что наличие стратификации (ρ2 ̸= ρ1) в системе увеличивает фазовую
скорость волны магнитоРоссби вдоль направления kx. Групповая скорость волны магнитоРоссби
вдоль направления kx при очень малых kx увеличивается. При больших kx > 1 наличие страти
фикации в системе приводит к заметному уменьшению фазовой скорости волны вдоль kx.
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Рис. 5: Условие синхронизма для двух волн магнитоРоссби и волны магнитоПуанкаре во внеш
нем вертикальном магнитном поле с учетом эффектов стратификации: 1 — ωMRv(kx) + δMRv(kx),
2 — ωMPv(kx − kxc) + δMPv(kx − kxc) + ωMRv(kxc) + δMRv(kxc) (a); условие синхронизма для двух
волн магнитоПуанкаре и волны магнитоРоссби во внешнем вертикальном магнитном поле: 1 —
ωMPv(kx) + δMPv(kx), 2 — ωMRv(kx − kxc) + δMRv(kx − kxc) + ωMPv(kxc) + δMPv(kxc) (b)

1.4 Резонансные явления волн Пуанкаре и волн Россби в стратифициро
ванной плазме

1.4.1 Условия синхронизма

Исследуем слабонелинейные взаимодействия волнмагнитоПуанкаре и волнмагнитоРоссби
в двуслойной модели мелкой воды. Для того, чтобы оценить возможность межволновых взаимо
действий для найденных волн, проанализируем найденные дисперсионные соотношения. Условие
синхронизма для трех взаимодействующих волн с волновыми векторами k1, k2 и k3 и частотами
ω(k1), ω(k2) и ω(k3) соответственно имеет вид [126]:

ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2); k1 + k2 = k3. (1.125)

Чтобы определить, существуют ли такие три волны, удовлетворяющие условию синхронизма (1.125),
необходимо изобразить две дисперсионные кривые, смещенные друг относительно друга, для
каждого случая. Первое слагаемое ω(k1) в условии синхронизма (1.125) задает точку (k1,ω(k1))
на дисперсионной кривой. На смещенной дисперсионной кривой слагаемое ω(k2) задает точку
(k2,ω(k2)). Если при смещении относительно начала координат одной из дисперсионных кривых
она пересечет другую в некоторой точке (k3,ω(k3)), то это будет означать выполнение условия
синхронизма [126].

На Рис. 5 изображены пересечения дисперсионных кривых, определяющие удовлетворение
условию синхронизма для двух волн магнитоРоссби и одной волны магнитоПуанкаре (a); для
двух волн магнитоПуанкаре и одной волны магнитоРоссби (b) в вертикальном магнитном поле.
На Рис.6 изображены пересечения дисперсионных кривых, определяющие удовлетворение усло
вию синхронизма для двух волн магнитоРоссби и одной волны магнитоПуанкаре (a); для двух
волн магнитоПуанкаре и одной волны магнитоРоссби (b)в горизонтальном магнитном поле. Как
видно из рисунка (Рис. 7), в случае наличия внешнего магнитного поля (а) и в случае горизон
тального магнитного поля (b) условие синхронизма выполняется для трех волн магнитоРоссби.
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Рис. 6: Условие синхронизма для двух волн магнитоРоссби и волны магнитоПуанкаре в го
ризонтальном магнитном поле с учетом эффектов стратификации: 1 — ωMRh

(kx) + δMRh
(kx),

2 — ωMPh
(kx − kxc) + δMPh

(kx − kxc) + ωMRh
(kxc) + δMRh

(kxc) (a); условие синхронизма для
двух волн магнитоПуанкаре и волны магнитоРоссби в горизонтальном магнитном поле: 1 —
ωMPh

(kx) + δMPh
(kx), 2 — ωMRh

(kx − kxc) + δMRh
(kx − kxc) + ωMPh

(kxc) + δMPh
(kxc) (b)

1
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2

1
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Рис. 7: Условие синхронизма для трех волн магнитоРоссби во внешнем вертикальном магнитном
поле: 1 — ωMRv(kx) + δMRv(kx), 2 — ωMRv(kx − kxc) + δMRv(kx − kxc) + ωMRv(kxc) + δMRv(kxc)
(a); условие синхронизма для трех волн магнитоРоссби в горизонтальном магнитном поле: 1 —
ωMRh

(kx) + δMRh
(kx), 2 — ωMRh

(kx − kxc) + δMRh
(kx − kxc) + ωMRh

(kxc) + δMRh
(kxc) (b)

Таким образом качественный анализ дисперсионных кривых показал возможность трехвол
новых взаимодействий низкочастотных волн Россби и высокочастотных волн Пуанкаре в стра
тифицированной плазме во внешнем вертикальном магнитном поле и в горизонтальном магнит
ном поле: две волны магнитоРоссби взаимодействуют с волной магнитоПуанкаре, две волны
магнитоПуанкаре взаимодействуют с волной магнитоРоссби,три волны магнитоРоссби взаи
модействуют между собой.

1.4.2 Амплитудные уравнения взаимодействующих волн

Для изучения трехволновых взаимодействий используется асимптотический метод много
масштабных разложений [75]. Данный метод базируется на разложении решения в асимптоти
ческий ряд по малому параметру. Для обеспечения равномерной сходимости вводятся медленно
меняющиеся в пространстве и времени амплитуды исходно плоской волны. Условие совместности
в поправке второго порядка по малому параметру обеспечивает отсутствие резонансов и равно
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мерную сходимость асимптотического разложения. В результате получаем систему уравнений для
трех взаимодействующих амплитуд. Поскольку уравнения трехволновых взаимодействий универ
сальны и отличаются лишь коэффициентами взаимодействия волн, в данной работе подробно из
ложен вывод только для течений в двуслойной модели мелкой воды во внешнем магнитном поле.
Для течений в приближении двуслойной мелкой воды в горизонтальном магнитном поле, а также
для течений в приближении Буссинеска и в неупругом приближении приведены коэффициенты
взаимодействия и инкременты параметрических неустойчивостей.

Перепишем уравнения мелкой воды на βплоскости во внешнем вертикальном магнитном
поле (1.561.65) в следующем виде:

∂th1 + ∂x(h1ux1) + ∂y(h1uy1) = 0, (1.126)

h1∂tux1 +h1(u1 ·∇)ux1−h1(B1 ·∇)Bx1 +gh1∂xh1+
ρ2
ρ1
gh1∂x∆h−B0Bx1 = h1(f0+βy)uy1 , (1.127)

h1∂tuy1 + h1(u1 · ∇)uy1 − h1(B1 · ∇)By1 + gh1∂yh1 +
ρ2
ρ1
gh1∂y∆h−B0By1 = −h1f0ux1 , (1.128)

h1∂tBx1 + h1(u1 · ∇)Bx1 − h1(B1 · ∇)ux1 −B0ux1 = 0, (1.129)

h1∂tBy1 + h1(u1 · ∇)By1 − h1(B1 · ∇)uy1 −B0uy1 = 0, (1.130)

∂t∆h+ ∂x(∆hux2) + ∂y(∆huy2) = 0, (1.131)

∆h∂tux2 +∆h(u2 · ∇)ux2 −∆h(B2 · ∇)Bx2 + g∆h∂xh1 −B0Bx2 = ∆h(f0 + βy)uy2 , (1.132)

∆h∂tuy2 +∆h(u2 · ∇)uy2 −∆h(B∇)By2 + g∆h∂yh1 −B0By2 = −∆hf0ux2 , (1.133)

∆h∂tBx2 +∆h(u2 · ∇)Bx2 −∆h(B2 · ∇)ux2 −B0ux2 = 0, (1.134)

∆h∂tBy2 +∆h(u2 · ∇)By2 −∆h(B · ∇)uy2 −B0uy2 = 0. (1.135)

Представим решение системы уравнений (1.1261.135) в виде асимптотически сходящегося ряда
по малому параметру ε:

q = q0 + εq1 + ε2q2 + ..., (1.136)

где q0  стационарное решение (1.76), (1.102) полной системы, q1  решение линеаризованной си
стемы (1.771.86), (1.1031.112), cлагаемое q2  поправка к решению, описывающая влияние квад
ратичной нелинейности.

Далее для удобства переименуем величины в нижнем и верхнем слоях плазмы следующим
образом:

h1 ≡ h, ux1 ≡ ux, uy1 ≡ uy, Bx1 ≡ Bx, By1 ≡ By,

h2 ≡ H, H − h = dh, ux2 ≡ vx, uy2 ≡ vy, Bx2 ≡ B′
x, By2 ≡ B′

y.

Уравнение для поправки q2 получается во втором порядке малости по параметру ε, в правой
части которого содержатся резонансные слагаемые, приводящие к линейному росту решения по
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времени и координатам. Покажем это на примере первого уравнения системы (1.1261.135):

∂

∂t
h2 +

∂

∂x
h0ux2 +

∂

∂y
h0uy2 = − ∂

∂x
h1ux1 −

∂

∂y
h1uy1 .

Резонансные слагаемые приводят к решению с растущими слагаемыми вида tqe(iφ) и более высо
ких степеней t. Таким образом, условие сходимости ряда (1.136) ε2q2 ≪ εq1 на больших масшта
бах нарушается, поэтому, чтобы исключить влияние резонансных слагаемых, вводим медленно
меняющуюся амплитуду, зависящую от медленного времени (T1) и больших пространственных
масштабов (X1, Y1):

q1 = q1(T1,X1,Y1) exp [i(ωT0 − kxX0 − kyY0)]. (1.137)

”Быстрые”переменные (T0, X0, Y0) связаны с ”медленными”(T1,X1,Y1) следующими соотношени
ями:

∂

∂t
=

∂

∂T0
+ ε

∂

∂T1
,

∂

∂x
=

∂

∂X0

+ ε
∂

∂X1

,
∂

∂y
=

∂

∂Y0
+ ε

∂

∂Y1
. (1.138)

Подставим в систему (1.1261.135) магнитогидродинамических уравнений стратифицированной
плазмы во внешнем вертикальном магнитном поле в приближении мелкой воды решение (1.136),
с учетом (1.137) и (1.138). Во втором порядке малости получим систему линейных неоднородных
уравнений с резонансами в правой части:

L = −M− N (1.139)

где L = (lj)
T ,M = (mj)

T , N = (nj)
T .

Запишем выражения, стоящие в левой и правой частях системы уравнений (1.139). Для вы
ражений (lj), определяющих левую часть L имеем:

l1 =
∂h2
∂T0

+ h0
∂ux2
∂X0

+ h0
∂uy2
∂Y0

,

l2 = h0
∂2ux2
∂T0∂Y0

+ gh0
∂2h2

∂X0∂Y0
+ g

ρ2
ρ1
h0

∂2dh2
∂X0∂Y0

−B0
∂Bx2

∂Y0
− f0h0

∂uy2
∂Y0

− βh0uy2,

l3 = h0
∂uy2
∂T0

+ gh0
∂h2
∂Y0

+ g
ρ2
ρ1
h0
∂dh2
∂Y0

−B0By2 + f0h0ux2,

l4 = h0
∂Bx2

∂T0
−B0ux2,

l5 = h0
∂By2

∂T0
−B0uy2,

l6 =
∂dh2
∂T0

+ dh0
∂vx2
∂X0

+ dh0
∂vy2
∂Y0

,

l7 = dh0
∂2vx2
∂T0∂Y0

+ gdh0
∂2h2

∂X0∂Y0
−B0

∂B′
x2

∂Y0
− f0dh0

∂vy2
∂Y0

− βdh0vy2,

l8 = dh0
∂vy2
∂T0

+ gdh0
∂h2
∂Y0

−B0B
′
y2 + f0dh0vx2,
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l9 = dh0
∂B′

x2

∂T0
−B0vx2,

l10 = dh0
∂B′

y2

∂T0
−B0vy2.

Запишем теперь правую часть системы (1.139). Дляmj имеем следующие выражения:

m1 =
∂h1
∂T1

+ h0

[
∂ux1
∂X1

+
∂uy1
∂Y1

]
,

m2 = h0

[
∂2ux1
∂T0∂Y1

+
∂2ux1
∂T1∂Y0

+ g
∂2h1

∂Y0∂X1

+ g
∂2h1

∂X0∂Y1
+ g

ρ2
ρ1

∂2dh1
∂Y0∂X1

+ g
ρ2
ρ1

∂2dh1
∂X0∂Y1

−

−B0

h0

∂Bx1

∂Y1
− f0

∂uy1
∂Y1

]
,

m3 = h0

[
∂uy1
∂T1

+ g
∂h1
∂Y1

+ g
ρ2
ρ1

∂dh1
∂Y1

]
,

m4 = h0
∂Bx1

∂T1
,

m5 = h0
∂By1

∂T1
,

m6 =
∂dh1
∂T1

+ dh0

[
∂vx1
∂X1

+
∂vy1
∂Y1

]
,

m7 = dh0

[
∂2vx1
∂T0∂Y1

+
∂2vx1
∂T1∂Y0

+ g
∂2h1

∂Y0∂X1

+ g
∂2h1

∂X0∂Y1
− B0

dh0

∂B′
x1

∂Y1
− f0

∂vy1
∂Y1

]
,

m8 = dh0

[
∂vy1
∂T1

+ g
∂h1
∂Y1

]
,

m9 = dh0
∂B′

x1

∂T1
,

m10 = dh0
∂B′

y1

∂T1
.

И наконец для nj имеем следующие выражения:

n1 =
∂h1ux1
∂X0

+
∂h1uy1
∂Y0

,

n2 =
∂2h1ux1
h1∂T0∂Y0

+
h0∂

2(u2x1 −B2
x1)

h1∂X0∂Y0
+
h0∂

2(ux1uy1 −Bx1By1)

h1∂2Y0
+

g∂h1
h1∂X0

∂h1
∂Y0

+
g∂2h1
∂X0∂Y0

+

+
ρ2g

h1ρ1
[
∂dh1
∂X0

∂h1
∂Y0

+
h1∂

2dh1
∂X0∂Y0

]− f0∂uy1
∂Y0

− βuy1,

n3 =
∂h1uy1
∂T0

+ h0
∂(u2y1 −B2

y1)

∂Y0
+ h0

∂(ux1uy1 −Bx1By1)

∂X0

+ gh1
∂h1
∂Y0

+ g
ρ2
ρ1
h1
∂dh1
∂Y0

+ f0h1ux1,

n4 =
∂h1Bx1

∂T0
,
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n5 =
∂h1By1

∂T0
,

n6 =
∂dh1vx1
∂X0

+
∂dh1vy1
∂Y0

,

n7 =
∂2dh1vx1
∂T0∂Y0

+ dh0
∂2(v2x1 −B′2

x1)

∂X0∂Y0
+ dh0

∂2(vx1vy1 −B′
x1B

′
y1)

∂2Y0
+ g

∂h1
∂X0

∂dh1
∂Y0

+ gdh1
∂2h1

∂X0∂Y0
−

−f0dh1
∂vy1
∂Y0

− βdh1vy1,

n8 =
∂dh1vy1
∂T0

+ dh0
∂(v2x1 −B′2

x1)

∂X0

+ dh0
∂(vx1vy1 −B′

x1B
′
y1)

∂2Y0
+ gdh1

∂h1
∂Y0

+ f0dh1vx1,

n9 =
∂dh1B

′
x1

∂T0
,

n10 =
∂dh1B

′
y1

∂T0
.

Правая часть (M, N) системы (1.139) включает в себя резонансные решения линейной задачи, ко
торые необходимо исключить. Для этого воспользуемся условием совместности, заключающемся
в ортогональности правой части (M, N) ядру линейного оператора, стоящего в левой части (L) си
стемы уравнений (1.139). Представим решение в виде суммы трех волн, удовлетворяющих усло
вию синхронизма (1.125):

q1 = ϕa(k1) exp (iθ1) + ψa(k2) exp (iθ2) + χa(k3) exp (iθ3) + c.c., (1.140)

где ϕ,ψ,χ  амплитуды взаимодействующих волн, θi = −ω(ki)T0 + kxiX0 + kyiY0  фазы волн, a 
комплексный вектор волны.

Подставим решение в виде (1.140) в правую часть системы (1.139), продифференцируем
уравнения и выпишем слагаемые, пропорциональные exp (iθ1). Полученные выражения запишем
в виде:

− R1 − R2, (1.141)

где Ri = (rij)
T . Выражения для r1j , составляющих столбец R1, имеют следующий вид:

r11 = a1
∂ϕ

∂T1
+ h0a3

∂ϕ

∂X1

+ h0a4
∂ϕ

∂Y1
,

r12 = h0

{
−iω(k1)a3

∂ϕ

∂Y1
+ iky1

[
a3
∂ϕ

∂T1
+ a1

∂ϕ

∂X1

+ g
ρ2
ρ1
a2−1

∂ϕ

∂X1

]
+ ikx1g

[
a1
∂ϕ

∂Y1
+

+
ρ2
ρ1
a2−1

∂ϕ

∂Y1

]
− B0a5

h0

∂ϕ

∂Y1
− f0a4

∂ϕ

∂Y1

}
,

r13 = h0

{
a4
∂ϕ

∂T1
+ g

[
a1 +

ρ2
ρ1
a2−1

]
∂ϕ

∂Y1

}
,

r14 = h0a5
∂ϕ

∂T1
,
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r15 = h0a6
∂ϕ

∂T1
,

r16 = a2−1
∂ϕ

∂T1
+∆h0a7

∂ϕ

∂X1

+∆h0a8
∂ϕ

∂Y1
,

r17 = ∆h0

{
−iω(k1)a7

∂ϕ

∂Y1
+ iky1

[
a7
∂ϕ

∂T1
+ ga1

∂ϕ

∂X1

]
+ ikx1ga2

∂ϕ

∂Y1
− B0a9

∆h0

∂ϕ

∂Y1
− f0a8

∂ϕ

∂Y1

}
,

r18 = ∆h0

{
a8
∂ϕ

∂T1
+ ga1

∂ϕ

∂Y1

}
,

r19 = ∆h0a9
∂ϕ

∂T1
,

r110 = ∆h0a10
∂ϕ

∂T1
,

где ai = ai(k1).
Выражения для r2j , составляющих столбец R2, имеют следующий вид:

r21 = 2i{kx1a1a3 + ky1a1a4}ψ∗χ,

r22 = {2ωky1a1a3 − 2kx1ky1[a
∗
3a3 − a∗5a5]− 2k2y1[a3a4 − a5a6] + gky1[kx2a1(a

∗
1 +

ρ2
ρ1
a∗2−1)−

−kx3a∗1(a1 +
ρ2
ρ1
a2−1)]− if0[ky3a

∗
1a4 − ky2a1a

∗
4]− 2βa1a4}ψ∗χ,

r23 = {2iωa1a4 +2iky1[a
∗
4a4 − a∗6a6] + 2ikx1[a3a4 − a5a6] + iky1ga1a

∗
1 + ig

ρ2
ρ1

[ky3a
∗
1a2−1 − ky2a

∗
2−1a1]+

+2f0a1a3}ψ∗χ,

r24 = 2i{−ωa1a5 + ky1h0(a4a5 − a3a6)}ψ∗χ,

r25 = 2i{−ωa1a6 + kx1h0(a3a6 − a4a5)}ψ∗χ,

r26 = 2i{kx1a2−1a7 + 2ky1a2−1a8}ψ∗χ,

r27 = {2ωky1a2−1a7 − 2kx1ky1[a
∗
7a7 − a∗9a9]− 2k2y1[a7a8 − a9a10] + gky1[kx2a2−1a

∗
1 − kx3a

∗
2−1a1]−

−if0[ky3a∗2−1a8 − ky2a2−1a
∗
8]− 2βa2−1a8}ψ∗χ,

r28 = {−2iωa2−1a8 + 2iky1[a
∗
8a8 − a∗10a10] + 2ikx1[a7a8 − a9a10] + ig[ky3a1a

∗
2−1 − ky2a

∗
1a2−1]+

+2f0a2−1a7}ψ∗χ,

r29 = 2i{−ωa2−1a9 + ky1(a8a9 − a7a10)}ψ∗χ,

r210 = 2i{−ωa2−1a10 + kx1(a7a10 − a8a9)}ψ∗χ,

где a∗i = a∗i (k2), ai = ai(k3), ω = ω(k1), aiaj = [a∗i (k2)aj(k3) + ai(k3)a∗j(k2)]/2.
Таким образом, умножая правую часть (1.141) на собственный вектор z линейного оператора,

стоящего в левой части (1.139), получим уравнение для амплитудыϕ одной из взаимодействующих
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волн:
s1vϕ = f1vψ

∗χ, (1.142)

где s1v  дифференциальный оператор по ”медленным”аргументам T1, X1, Y1. Он как и коэффици
ент f1v зависят только от начальных условий и характеристик взаимодействующих волн:

s1v = t1v
∂

∂T1
+ p1v

∂

∂X1

+ q1v
∂

∂Y1
, (1.143)

где
t1v = {z1a1 + h01(iky1z2a3 + z3a4 + z4a5 + z5a6)}+ (1.144)

+ {z6a2−1 +∆h0(iky1z7a7 + z8a8 + z9a9 + z10a10)} ,

p1v = {h01z1a3 + z2iky1gh01a1}+
ρ2
ρ1
z2iky1gh01a2−1 + {∆h0z6a7 + iky1g∆h0z7a1} ,

q1v =

{
h01z1a4 + h01z2[−iω(k1)a3 + ikx1ga1 −

B0a5
h01

− f0a4] + h01z3ga1

}
+

+
ρ2
ρ1
h01ga2−1 (z2ikx1 + z3)+

+

{
∆h0z6a8 +∆h0z7[−iω(k1)a7 + ikx1ga1 −

B0a9
∆h0

− f0a8] + ∆h0z8a1

}
.

В данных выражениях a = a(k1).

f1v = {2iz1[kx1a1a3 + ky1a1a4] + z2[ky1{2ω(k1)a1a3 − 2kx1(a
∗
3a3 − a∗5a5)− 2ky1(a3a4 − a5a6)+

+g(kx2a1a
∗
1 − kx3a

∗
1a1)} − if0(ky3a

∗
1a4 − ky2a1a

∗
4)− 2βa1a4]+

+z3[−2iω(k1)a1a4 + 2iky1(a
∗
4a4 − a∗6a6) + 2ikx1(a3a4 − a5a6) + iky1ga1a

∗
1 + 2f0a1a3]−

−2iz4[ω(k1)a1a5 + ky1h0(a3a6 − a4a5)]− 2iz5[ω(k1)a1a6 + kx1h0(a4a5 + a3a6)]}+

+
ρ2
ρ1

{
z2ky1g(kx2a1a

∗
2−1 − kx3a

∗
1a2−1) + z3ig(ky3a

∗
1a2−1 − ky2a

∗
2−1a1)

}
+

+ {iz6[kx1a2−1a7 + ky1a2−1a8] + z7[ky1{2ω(k1)a2−1a7 − 2kx1(a
∗
7a7 − a∗9a9)−

−2ky1(a7a8 − a9a10) + g(kx2a2−1a
∗
1 − kx3a

∗
2−1a1)} − if0(ky3a

∗
2−1a8 − ky2a2−1a

∗
8)]+

+z8[−2iω(k1)a2−1a8 + 2iky1(a
∗
8a8 − a∗10a10) + 2ikx1(a7a8 − a9a10)+

+ig(ky3a1a
∗
2−1 − ky2a

∗
1a2−1) + 2f0a2−1a7]−

−2iz9[ω(k1)a2−1a9 + ky1∆h0(a7a10 − a8a9)]− 2iz10[ω(k1)a2−1a10 + kx1∆h0(a8a9 − a7a10)]} .
(1.145)

В данном выражении a∗i = a∗i (k2), ai = ai(k3),ω = ω(k1), а произведения вида aiaj = [a∗i (k2)aj(k3)+
ai(k3)a∗j(k2)]/2.

Аналогично для слагаемых, пропорциональных exp (iθ2), получаем уравнение для амплиту
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ды ψ второй взаимодействующей волны:

s2vψ = f2ϕ
∗χ, (1.146)

s2v = t2v
∂

∂T1
+ p2v

∂

∂X1

+ q2v
∂

∂Y1
, (1.147)

t2v = {z1a1 + h01(iky2z2a3 + z3a4 + z4a5 + z5a6)}+ (1.148)

+ {z6a2−1 +∆h0(iky2z7a7 + z8a8 + z9a9 + z10a10)} ,

p2v = {h01z1a3 + z2iky2gh01a1}+
ρ2
ρ1
z2iky2gh01a2−1 + {∆h0z6a7 + iky2g∆h0z7a1} ,

q2v =

{
h01z1a4 + h01z2[−iω(k2)a3 + ikx2ga1 −

B0a5
h01

− f0a4] + h01z3ga1

}
+

+
ρ2
ρ1
h01ga2−1(z2ikx2 + z3)+

+

{
∆h0z6a8 +∆h0z7[−iω(k2)a7 + ikx2ga1 −

B0a9
∆h0

− f0a8] + ∆h0z8a1

}
.

В данных выражениях a = a(k2).

f2v = {2iz1[kx2a1a3 + ky2a1a4] + z2[ky2{2ω(k2)a1a3 − 2kx2(a
∗
3a3 − a∗5a5)− 2ky2(a3a4 − a5a6)+

+g(kx2a1a
∗
1 − kx3a

∗
1a1)} − if0(ky3a

∗
1a4 − ky1a1a

∗
4)− 2βa1a4]+

+z3[−2iω(k2)a1a4 + 2iky2(a
∗
4a4 − a∗6a6) + 2ikx2(a3a4 − a5a6) + iky2ga1a

∗
1 + 2f0a1a3]−

−2iz4[ω(k2)a1a5 + ky2h0(a3a6 − a4a5)]− 2iz5[ω(k2)a6 + kx1h0(a4a5 − a3a6)]}+

+
ρ2
ρ1

{
z2ky2g(kx2a1a

∗
2−1 − kx3a

∗
1a2−1) + z3ig(ky3a

∗
1a2−1 − ky1a

∗
2−1a1)

}
+

+ {iz6[kx2a2−1a7 + ky2a2−1a8] + z7[ky2{2ω(k2)a2−1a7 − 2kx2(a
∗
7a7 − a∗9a9)−

−2ky2(a7a8 − a9a10) + g(kx1a2−1a
∗
1 − kx3a

∗
2−1a1)} − if0(ky3a

∗
2−1a8 − ky1a2−1a

∗
8)]+

+z8[−2iω(k2)a2−1a8 + 2iky2(a
∗
8a8 − a∗10a10) + 2ikx2(a7a8 − a9a10)+

+ig(ky3a1a
∗
2−1 − ky1a

∗
1a2−1) + 2f0a2−1a7]−

−2iz9[ω(k2)a2−1a9 + ky2∆h0(a7a10 − a8a9)]− 2iz10[ω(k2)a2−1a10 + kx2∆h0(a8a9 − a7a10)]} .
(1.149)

В данном выражении произведения вида aiaj = [a∗i (k1)aj(k3) + ai(k3)a∗j(k1)]/2.
И, наконец, для слагаемых, пропорциональных exp (iθ3), получаем уравнение для амплитуды

χ третьей взаимодействующей волны:

s3vχ = f3vϕψ, (1.150)

s3v = t3v
∂

∂T1
+ p3v

∂

∂X1

+ q3v
∂

∂Y1
, (1.151)
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t3v = {z1a1 + h01(iky3z2a3 + z3a4 + z4a5 + z5a6)}+ (1.152)

+ {z6a2−1 +∆h0(iky3z7a7 + z8a8 + z9a9 + z10a10)} ,

p3v = {h01z1a3 + z2iky3gh01a1}+ z2iky3gh01
ρ2
ρ1
a2−1 + {∆h0z6a7 + iky3g∆h0z7a1} ,

q3v =

{
h01z1a4 + h01z2[−iω(k3)a3 + ikx3ga1 −

B0a5
h01

− f0a4] + h01z3ga1

}
+

+
ρ2
ρ1
h01ga2−1(z2ikx3 + z3)+

+

{
∆h0z6a8 +∆h0z7[−iω(k3)a7 + ikx3ga1 −

B0a9
∆h0

− f0a8] + ∆h0z8a1

}
.

В данных выражениях a = a(k3).

f3v = {2iz1[kx3a1a3 + ky3a1a4] + z2[ky3{2ω(k3)a1a2 − 2kx3(a
∗
3a3 − a∗5a5)− 2ky3(a3a4 − a5a6)−

−g(kx1a1a1 + kx2a1a1)} − if0(ky2a1a4 + ky1a1a4)− 2βa1a4]+

+z3[−2iω(k2)a1a4 + 2iky3(a
∗
4a4 − a∗6a6) + 2ikx3(a3a4 − a5a6) + iky3ga1a1 + 2f0a1a3]−

−2iz4[ω(k3)a1a5 + ky3h0(a3a6 − a4a5)]− 2iz5[ω(k3)a6 + kx3h0(a4a5 − a3a6)]−

−ρ2
ρ1

{z2ky3g(kx1a1a2−1 + kx2a1a2−1)− z3ig(ky2a1a2−1 + ky1a2−1a1)}+

+ {iz6[kx3a2−1a7 + ky3a2−1a8] + z7[ky3{2ω(k3)a2−1a7 − 2kx3(a
∗
7a7 − a∗9a9)−

−2ky3(a7a8 − a9a10)− g(kx2a2−1a1 + kx1a2−1a1)} − if0(ky2a2−1a8 + ky1a2−1a8)]+

+z8[−2iω(k3)a2−1a8 + 2iky3(a
∗
8a8 − a∗10a10) + 2ikx3(a7a8 − a9a10)+

+ig(ky2a1a2−1 + ky1a1a2−1) + 2f0a2−1a7]−

−2iz9[ω(k3)a2−1a9 + ky3∆h0(a7a10 − a8a9)]− 2iz10[ω(k3)a2−1a10 + kx3∆h0(a8a9 − a7a10)]} .
(1.153)

В данном выражении произведения вида aiaj = [ai(k1)aj(k2) + ai(k2)aj(k1)]/2.
Рассмотрим подробнее коэффициенты при производных в дифференциальных операторах

(??), (1.147), (1.151) и коэффициенты взаимодействия (1.145), (1.149), (1.153). Слагаемые в каж
дом коэффициенте разделяются на два выражения в фигурных скобках, имеющие схожий вид,
и промежуточные слагаемые, включающие в себя отношение плотностей слоев плазмы. Слагае
мые в первой фигурной скобке относятся к нижнему слою плазмы, слагаемые, стоящие во второй
фигурной скобке, относятся к верхнему. Промежуточные слагаемые описывают эффекты страти
фикации. Каждое из выражений в фигурных скобках с учетом промежуточного слагаемого перехо
дит в известные коэффициенты в системе на амплитуды трех взаимодействующих волн магнито
Россби во внешнем вертикальном магнитном поле в однослойной мелкой воде [30], при условии
равенства плотностей и компонент a2−1 = a1 комплексного волнового вектора волны a.

Перейдем к анализу взаимодействия высокочастотных и низкочастотных волн в приближе
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нии двуслойной мелкой воды в горизонтальном магнитном поле. В этом случае z ≡ z′ — соб
ственный вектор линейного оператора системы (1.1031.112), полученный при линеаризации на
фоне стационарного состояния с горизонтальным магнитным полем (1.102). Коэффициенты tnh

и fmh
отличаются от аналогичных коэффициентов во внешнем магнитном поле (??,1.148, 1.152),

(1.145,1.149,1.153) только собственным вектором z′. Коэффициенты pnh
и qnh

помимо отличия в
собственном векторе, так же имеют отличия в определенных слагаемых, связанных с магнитным
полем. Коэффициент pnh

имеет следующий вид:

pnh
= {h01(z′1a3 + z′2ikyn(ga1 − a5Bx01)−Bx01(z

′
3a6 + z′4a3 + z′5a4))}+

ρ2
ρ1
z′2ikyngh01a2−1 +

+ {∆h0(z′6a7 + ikynz
′
7(ga1 − a9Bx02)−Bx02(z

′
8a10 + z′9a7 + z′10a8))} ,(1.154)

где n = 1,2,3, а коэффициент qnh
имеет вид:

qn2h
= {h01(z′1a4 + z′2[−iω(kn)a3 − ia5(Bx01kxn + 2By01kyn) + ikxnga1 − f0a4]+

+ z′3g(a1 − a6By01)− z′4a3By01 − z′5a4By01)}+
ρ2
ρ1
a2−1h01g(z2ikxn + z3) +

+{∆h0(z′6a8 + z7[−iωa′7 − ia9(Bx02kxn + 2By02kyn) + ikxnga1 − f0a8] +

+z′8(a1 − a10By02)− z′9a7By02 − z′10a8By02} (1.155)

Здесь, как и в случае с внешним вертикальным магнитным полем, слагаемые в первой фигур
ной скобке относятся к нижнему слою плазмы, слагаемые, стоящие во второй фигурной скобке,
относятся к верхнему слою плазмы, а промежуточные слагаемые связаны со стратификацией. По
скольку остальные коэффициенты будут отличаться от аналогичных для внешнего вертикального
магнитного поля только компонентами собственного вектора, то для них верны все предыдущие
выводы, включая переход к аналогичным коэффициентам в однослойной мелкой воде [30].

1.4.3 Неустойчивости типа распад и усиление

Система уравнений (1.142,1.146,1.150) имеет общий вид и описывает неустойчивости типа
распад и усиление [30]. В случае когда амплитуда одной из волн много больше амплитуд двух
других (ϕ ≫ ψ,χ, ϕ = ϕ0) имеет место неустойчивость типа распад, когда волна с частотой
ω1(k1) распадается на две волны с частотами ω2(k2) и ω3(k3) и с инкрементом неустойчивости
Γ =

√
|f2f3|/t2t3|ϕ0| > 0. В случае когда амплитуда одной из волн много меньше амплитуд двух

других (ϕ≪ ψ,χ, ψ = ψ0,χ = χ0) имеет место неустойчивость типа усиление, когда волна с часто
той ω1(k1) усиливается двумя волнами с частотами ω2(k2) и ω3(k3) и с инкрементом неустойчиво
сти Γ = (|f1|/|t1|)|ψ0χ0| > 0. Несмотря на общий вид инкрементов неустойчивости, они различны
для каждого типа трехволновых взаимодействий. Различие в неявном виде представлено в коэф
фициентах fn, tn, которые содержат в неявном виде собственные вектора и частоты, характерные
для определенного типа волны. Таким образом в приведенных ниже параметрических неустойчи
востях все инкременты взаимодействия различны.

В приближении двуслойной мелкой воды во внешнем вертикальном магнитном поле полу
чены следующие неустойчивости при трехволновом взаимодействии высокочастотных и низко
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частотных волн на βплоскости с учетом эффектов стратификации: распад волны магнитоРоссби
ωMRv(k1) + δMRv(k1) на волну магнитоПуанкаре ωMPv(k2) + δMPv(k2) и волну магнитоРоссби
ωMRv(k3) + δMRv(k3); распад волны магнитоПуанкаре ωMPv(k1) + δMPv(k1) на волну магнито
РоссбиωMRv(k2)+δMRv(k2) и волнумагнитоПуанкареωMPv(k3)+δMPv(k3); распад волнымагнито
Россби ωMRv(k1) + δMRv(k1) на волну магнитоРоссби ωMRv(k2) + δMRv(k2) и волну магнито
РоссбиωMRv(k3)+δMRv(k3);усиление волнымагнитоРоссбиωMRv(k1)+δMRv(k1) волноймагнито
Пуанкаре ωMPv(k2) + δMPv(k2) и волной магнитоРоссби ωMRv(k3) + δMRv(k3); усиление волны
магнитоПуанкаре ωMPv(k1) + δMPv(k1) волной магнитоРоссби ωMRv(k2) + δMRv(k2) и волной
магнитоПуанкаре ωMPv(k3) + δMPv(k3); усиление волны магнитоРоссби ωMRv(k1) + δMRv(k1)
волной магнитоРоссби ωMRv(k2) + δMRv(k2) и волной магнитоРоссби ωMRv(k3) + δMRv(k3). В
приближении двуслойной мелкой воды в горизонтальном магнитном поле найдены следующие
неустойчивости при трехволновом взаимодействии высокочастотных и низкочастотных волн на β
плоскости с учетом эффектов стратификации: распад волны магнитоРоссби ωMRh

(k1)+δMRh
(k1)

на волну магнитоПуанкаре ωMPh
(k2) + δMPh

(k3) и волну магнитоРоссби ωMRh
(k3) + δMRh

(k3);
распад волнымагнитоПуанкареωMPh

(k1)+δMPh
(k1) на волнумагнитоРоссбиωMRh

(k2)+δMRh
(k2)

и волнумагнитоПуанкареωMPh
(k3)+δMPh

(k3); распад волнымагнитоРоссбиωMRh
(k1)+δMRh

(k1)
на волнумагнитоРоссбиωMRh

(k2)+δMRh
(k2) и волнумагнитоРоссбиωMRh

(k3)+δMRh
(k3);усиление

волны магнитоРоссби ωMRh
(k1)+δMRh

(k1) волной магнитоПуанкаре ωMPh
(k2)+δMPh

(k2) и вол
ной магнитоРоссбиωMRh

(k3)+δMRh
(k3); усиление волнымагнитоПуанкареωMPh

(k1)+δMPh
(k1)

волной магнитоРоссби ωMRh
(k2) + δMRh

(k2) и волной магнитоПуанкаре ωMPh
(k3) + δMRh

(k3);
усиление волнымагнитоРоссбиωMRh

(k1)+δMRh
(k1) волноймагнитоРоссбиωMRh

(k2)+δMRh
(k2)

и волной магнитоРоссби ωMRh
(k3) + δMRh

(k3).

1.5 Выводы

В главе получены магнитогидродинамические уравнения вращающейся стратифицирован
ной плазмы в приближении двуслойной мелкой воды во внешнем магнитном поле. Полученные
уравнения обобщены на случай сферических течений в приближении бетаплоскости во внешнем
вертикальном магнитном поле и в горизонтальном магнитном поле. Показано, что в линейном
приближении полученная система допускает решение в виде волн магнитоПуанкаре и магнито
Россби, характеристики которых модифицированы соотношением плотностей слоев плазмы. По
казано, что волны магнитоПуанкаре на βплоскости определяются высокочастотными возмуще
ниями, которыми ранее пренебрегали. Найдено, что поправка к частоте, связанная со страти
фикацией во внешнем вертикальном магнитном поле, увеличивает фазовую и групповую скоро
сти волны магнитоПуанкаре при малых kx, уменьшает фазовую и групповую скорости волны
магнитоПуанкаре при больших kx и для любых kx уменьшает групповую скорость и увеличива
ет фазовую скорость волны магнитоРоссби. Поправка к частоте, связанная со стратификацией
в горизонтальном магнитном поле, увеличивает фазовую и групповую скорости волны магнито
Пуанкаре, уменьшает групповую скорость волны магнито Россби, увеличивает фазовую скорость
волны магнитоРоссби при малых kx и уменьшает фазовую скорость волны магнитоРоссби при
больших kx. Подробный анализ условий синхронизма волн магнитоПуанкаре и волн магнито
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Россби продемонстрировал возможность трехволновых взаимодействий этих волн. Методом мно
гомасштабных разложений выписаны уравнения трехволновых взаимодействий и коэффициенты
взаимодействия этих волн. Показано, что реализуются следующие неустойчивости: распад волны
магнитоПуанкаре на волну магнитоРоссби и волну магнитоПуанкаре; распад волны магнито
Россби на волну магнитоПуанкаре и волну магнитоРоссби; распад волны магнитоРоссби на две
волны магнитоРоссби; усиление волны магнитоПуанкаре в поле волны магнитоРоссби и вол
ны магнитоПуанкаре; усиление волны магнитоРоссби в поле волны магнитоПуанкаре и волны
магнитоРоссби; усиление волны магнитоРоссби в поле двух волн магнитоРоссби.

Глава 2. Магнитогидродинамическая теория волновыхпроцес
сов в течениях вращающейся плазмыс устойчивой стра
тификацией в приближении Буссинеска

2.1 Введение

В предыдущей главе получены магнитогидродинамические уравнения мелкой воды во внеш
нем магнитном поле, которые учитывают стратификацию в модели двух слоев плазмы различ
ной, но постоянной плотности. Однако магнитогидродинамическая теория мелкой воды является
двумерной, что исключает не только вертикальные компоненты скоростей и магнитного поля, но
и учет вертикального изменения их горизонтальных составляющих. Таким образом, не являясь
трехмерной, магнитогидродинамическая система уравнений в приближении мелкой воды не мо
жет полностью описывать важный для астрофизики случай устойчиво и непрерывно стратифици
рованного слоя плазмы.

В данной главе сделан существенный шаг вперед в изучении трехмерных волновых процес
сов в магнитогидродинамических течениях вращающейся стратифицированной плазмы, являю
щийся принципиальным для реальных течений с непрерывной стратификацией [76, 113, 119, 120,
121, 122, 123]. В главе используется трехмерная магнитогидродинамическая система в приближе
нии Буссинеска с учетом силы Кориолиса в четырех различных приближениях: на f плоскости,
на нестандартной f плоскости (с учетом горизонтальной составляющей силы Кориолиса), на β
плоскости и на нестандартной βплоскости. В геофизической гидродинамике восстанавливающи
ми силами инерционногравитационных волн, возникающих в стратифицированных вращающих
ся потоках [?, ?] являются силы Кориолиса и силы плавучести. В плазменных потоках возникают
новые типы волн изза наличия магнитного поля как дополнительного восстанавливающего ме
ханизма. Получены законы дисперсии различных типов магнитных инерционногравитационных
волн, магнитострофических волн, и волн магнитоРоссби, динамика которых определяется сила
ми Лоренца, Кориолиса и плавучести. Дисперсионные кривые всех найденных типов волн каче
ственно проанализированы для выявления выполнения условия синхронизма [74], обеспечиваю
щего наличие трехволновых взаимодействий. Для всех найденных типов трехволновых взаимо
действий получены амплитудные уравнения, описаны возможные неустойчивости типа распад и
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усиление и найдены их инкременты [74].

2.2 Линейная теория волновыхпроцессов в стратифицированных течениях
вращающейся плазмы в приближении Буссинеска

Исследуем течения несжимаемой вращающейся стратифицированной плазмы в рамках трех
мерных магнитогидродинамических уравнений в приближении Буссинеска в геометрии устойчи
во стратифицированного слоя с линейным профилем плотности:

∂u
∂t

+ (u · ∇)u+ f× u = − 1

ρ̃0
∇p+ ρg

ρ̃0
− 1

4πρ̃0
b× (∇× b), (2.1)

∂b
∂t

+ (u · ∇)b = (b · ∇)u, (2.2)

∂ρ

∂t
+ (u · ∇)hρ = −∂ρ̄

∂z
uz, (2.3)

(∇ · u) = 0, (2.4)

где u – вектор скорости плазмы, b  вектор напряженности магнитного поля в плазме, f – вектор
Кориолиса, ρ – плотность плазмы, ρ̃0 – плотность при равновесной температуре, ρ̄(z) = N2z ρ̃0

g

 начальный линейный профиль плотности, обеспечивающий устойчивую стратификацию (N2 
частота БрентаВяйсяля), p – давление, g = (0,0,− g). Первое уравнение системы – уравнение из
менения импульса, второе – уравнение переноса магнитного поля, третье – уравнение изменения
плотности, четвертое – условие бездивергентности поля скоростей. Введем следующие переобо
значения: ρ′ = ρg

ρ̃0
, P = p

ρ̃0
, B = b√

4πρ̃0
.

Запишем стационарное решение, удовлетворяющее системе (2.12.4), в виде:

q0 = (ux0,uy0,uz0,Bx0,By0,Bz0,P0,ρ̄)
T , (2.5)

где u0 = 0, B0 = const, ∂P0

∂z
= −ρ̄(z), а верхний индекс T означает транспонирование вектора.

Линеаризованная система (2.12.4) на фоне стационара (2.5) имеет вид:

∂u1
∂t

+ f× u1 +∇P1 + ρ′1ẑ+ B0 × (∇× B1) = 0, (2.6)

∂B1

∂t
− (B0 · ∇)u1 = 0, (2.7)

∂ρ′1
∂t

+N2uz1 = 0, (2.8)

(∇ · u1) = 0, (2.9)

где ẑ – единичный вектор вдоль оси z.



60

2.2.1 Магнитные инерционногравитационные и магнитострофические волны в прибли
жении Буссинеска на стандартной f плоскости

Исследуем плоские течения несжимающейся вращающейся стратифицированной плазмы в
приближении Буссинеска на f плоскости. В данном приближении вектор Кориолиса имеет вид
f = (0,0,fV ).

Ищем решение системы (2.62.9) в следующем виде

q1eiφ = (ux1,uy1,uz1, Bx1, By1, Bz1, P1, ρ
′
1)

T ei(ωt−kxx−kyy−kzz), (2.10)

где ω – частота возмущения, а k = (kx,ky,kz) – волновой вектор. Условие равенства нулю де
терминанта матрицы линеаризованной системы (2.62.9) обеспечивает наличие нетривиальных
решений. Дисперсионное соотношение для волн во вращающейся стратифицированной плазме в
приближении Буссинеска на f плоскости имеет вид:

ω4 − ω2

(
f 2
V

k2z
k2

−N2k
2
h

k2
+ 2(B0 · k)2

)
+ (B0 · k)2

(
(B0 · k)2 −N2k

2
h

k2

)
= 0. (2.11)

Решениями уравнения (2.11) являются дисперсионные соотношения, описывающие два ти
па волн, восстанавливающими силами которых являются сила Лоренца, сила Кориолиса и сила
плавучести: трехмерные инерционногравитационные волны и трехмерные магнитострофические
волны. Рассмотрим подробнее первый тип волн. Дисперсионное соотношение для трехмерных
магнитных инерционногравитационных волн в приближении Буссинеска имеет следующий вид:

ωmig3D = ±

√
1

2

(
f2
V

k2z
k2

−N2
k2h
k2

+ 2(B0 · k)2
)
+

1

2k2

√
f4
V k

4
z + 4(B0 · k)2f2

V k
2
zk

2 − 2f2
V k

2
zN

2k2h +N4k4h,

(2.12)

в котором знак ”+” соответствует волне, распространяющейся по направлению волнового вектора
k, а знак ”−” – волне, распространяющейся в направлении, противоположном k. В отсутствие
магнитного поля в системе (B0 = 0) полученный тип волн описывает трехмерные инерционно
гравитационные волны [125], являющиеся точным решением дисперсионного соотношения (2.11)
при B0 = 0:

ωig3D = ±
√
f 2
V

k2z
k2

−N2
k2h
k2

(2.13)

Отметим, что для инерционногравитационных волн в отсутствие магнитного поля (2.13) выпол
няется условие перпендикулярности групповой скорости волновому вектору vgrig3D · k = 0 [125],
в то время как присутствие магнитного поля (2.12) это условие нарушает.

Рассмотрим второй тип волн, удовлетворяющих дисперсионному уравнению (2.11) — трех
мерные магнитострофические волны. Данный тип волн не имеет аналога в динамике нейтральной
жидкости. Дисперсионное соотношение для трехмерных магнитострофических волн имеет сле
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дующий вид:

ωmstr3D = ±

√
1

2

(
f2
V

k2z
k2

−N2
k2h
k2

+ 2(B0 · k)2
)
− 1

2k2

√
f4
V k

4
z + 4(B0 · k)2f2

V k
2
zk

2 − 2f2
V k

2
zN

2k2h +N4k4h,

(2.14)

в котором знак ”+” соответствует волне, распространяющейся в направлении k, а знак ”−” – волне,
распространяющейся в направлении, противоположном k. Данный тип волн исчезает в отсутствие
магнитного поля.

В частном случае вертикальных возмущений в системе (k = (0,0,kz)) дисперсионное урав
нение (2.11) принимает вид:

ω4 − ω2
(
f 2
V − 2B2

z0
k2z
)
+B4

z0
k4z = 0 (2.15)

и имеет решение в виде двух магнитных инерционных волн, динамика которых определяется си
лой Лоренца и силой Кориолиса:

ωz1 = ±

√
f 2
V

2
+B2

0zk
2
z + fV

√
f 2
V

4
+B2

0zk
2
z , (2.16)

ωz2 = ±

√
f 2
V

2
+B2

0zk
2
z − fV

√
f 2
V

4
+B2

0zk
2
z . (2.17)

Знак ”+” соответствует волнам, распространяющимся в направлении kz, а знак ”−” – волнам,
распространяющимся в направлении, противоположном kz. Данный тип волн является резонанс
ными волнами в модели мелкой воды в горизонтальном магнитном поле (). Волны с частотой ωz1

(2.16) представляют частный тип магнитных инерционногравитационных волн, распространяю
щихся только вдоль вертикальной компоненты волнового вектора. В отсутствие магнитного поля
(B0 = 0) их дисперсионное соотношение (2.16) принимает вид ω = ±f0. Волны с частотой ωz2

(2.17) представляют частный тип магнитострофических волн, распространяющихся только вдоль
вертикальной компоненты волнового вектора. В отсутствие магнитного поля (B0 = 0) их диспер
сионное соотношение обращается в нуль.

В частном случае горизонтальных возмущений в системе (k = (kx,ky,0)) дисперсионное
уравнение (2.11) принимает вид:

ω4 − ω2
(
2(B0 · k)2h −N2

)
+ (B0 · k)2h

(
(B0 · k)2h −N2

)
= 0 (2.18)

и имеет решение в виде волн Альфвена, динамика которых определяется силой Лоренца

ωA = ±(B0 · k)h, (2.19)

и магнитогравитационных волн, динамика которых определяется силой плавучести и силой Ло
ренца

ωmgr = ±
√

(B0 · k)2h −N2. (2.20)
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Рис. 8: Дисперсионные кривые волн на стандартной f плоскости в приближении Буссинеска: а) 1
— магнитогравитационная волна ωmgr(kx), 2 — волна Альфвена ωA(kx); b) 1 — магнитная инер
ционная волна ωz1(kz), 2 — магнитная инерционная волна ωz2(kz)

Знак ”+” соответствует волнам, распространяющимся в направлении kh, а знак ”−” – волнам, рас
пространяющимся в направлении, противоположном kh. Волны Альфвена (2.19) представляют
частный тип магнитных инерционногравитационных волн, распространяющихся в горизонталь
ной плоскости. Магнитогравитационные волны (2.20) представляют частный тип магнитостро
фических волн, распространяющихся горизонтальной плоскости. В отсутствие магнитного поля
(B0 = 0) их дисперсионное соотношение описывает гравитационные волны с частотой Брента
Вяйсяля ωgr = ±

√
−N2.

Общий вид дисперсионных кривых для волн на f плоскости при ω > 0, k = kx представлен
на 8a, при ω > 0, k = kz — на 8b.

2.2.2 Магнитные инерционногравитационные и магнитострофические волны в прибли
жении Буссинеска на нестандартной f плоскости

Исследуем плоские течения в рамках линеаризованных уравнений (2.62.9) в приближении
нестандартной f плоскости. В изучении вращающихся течений на f плоскости горизонтальной
компонентой вектора силы Кориолиса обычно пренебрегают, однако рост интереса к ее роли в
динамике волн на f плоскости возрос в последнее время, в силу того, что она играет ключевую
роль в экваториальных течениях, поскольку вертикальная компонента силы Кориолиса на эквато
ре исчезает. Если в приближении f плоскости предполагается, что вектор f направлен строго по
вертикали (f = (0,0,fV )), то в приближении нестандартной f плоскости будем полагать неболь
шое отклонение вектора f от вертикали. Таким образом в параметре Кориолиса появляется гори
зонтальная составляющая: f = (0,fH ,fV ), где fV = 2Ω sin θ, а fH = 2Ω cos θ. Стационар (2.5)
удовлетворяет системе (2.12.4) в приближении нестандартной f плоскости. Решением линеари
зованной cистемы (2.62.9) на нестандартной f плоскости будет дисперсионное соотношение в
следующем виде:

ω4 − ω2

(
(fHky + fV kz)

2

k2
−N2k

2
h

k2
+ 2(B0 · k)2

)
+ (B0 · k)2

(
(B0 · k)2 −N2k

2
h

k2

)
= 0. (2.21)
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Решениями уравнения (2.21) являются дисперсионные соотношения, аналогичные полученным в
приближении f плоскости (2.12), (2.14), описывающие два типа волн: трехмерные инерционно
гравитационные волны и трехмерные магнитострофические волны. Дисперсионное соотноше
ние для трехмерных магнитных инерционногравитационных волн в приближении Буссинеска на
нестандартной f плоскости имеет следующий вид:

ωmig′3D
= ±

√
1

2

(
(fHky + fV kz)2

k2
−N2

k2h
k2

+ 2(B0 · k)2
)
+

+
1

2k2

√
(fHky + fV kz)4 + 4(B0 · k)2(fHky + fV kz)2k2 − 2(fHky + fV kz)2N2k2h +N4k4h. (2.22)

Дисперсионное соотношение для трехмерных магнитострофических волн на нестандартной f 
плоскости имеет следующий вид:

ωmstr′3D
= ±

√
1

2

(
(fHky + fV kz)2

k2
−N2

k2h
k2

+ 2(B0 · k)2
)
−

− 1

2k2

√
(fHky + fV kz)4 + 4(B0 · k)2(fHky + fV kz)2k2 − 2(fHky + fV kz)2N2k2h +N4k4h. (2.23)

В частном случае вертикальных возмущений в системе (k = (0,0,kz)) дисперсионное уравне
ние (2.21) принимает вид аналогичный дисперсионному уравнению на f плоскости (2.15) и имеет
решение в виде двух магнитных инерционных волн, динамика которых определяется силой Ло
ренца и силой Кориолиса (2.16,2.17).

В частном случае горизонтальных возмущений в системе (k = (kx,ky,0)) дисперсионное
уравнение (2.21) принимает вид:

ω4 − ω2

(
f 2
Hk

2
y

k2h
+ 2(B0 · k)2h −N2

)
+ (B0 · k)2h

(
(B0 · k)2h −N2

)
= 0 (2.24)

и имеет решение в виде двумерных магнитных инерционногравитационных волн

ωmig′2D
= ±

√√√√f 2
Hk

2
y

2k2h
− N2

2
+ (B0 · k)2h +

√
f 2
Hk

2
y

4k2h

(
f 2
Hk

2
y

k2h
− 2N2 + 4(B0 · k)2h

)
+
N4

4
, (2.25)

и двумерных магнитострофических волн

ωmstr′2D
= ±

√√√√f 2
Hk

2
y

2k2h
− N2

2
+ (B0 · k)2h −

√
f 2
Hk

2
y

4k2h

(
f 2
Hk

2
y

k2h
− 2N2 + 4(B0 · k)2h

)
+
N4

4
. (2.26)

Знак ”+” соответствует волнам, распространяющимся в направлении kh, а знак ”−” – волнам,
распространяющимся в направлении, противоположном kh. Динамика волн определяется силами
Лоренца, Кориолиса и плавучести. В отличие от стандартной f плоскости, в силу наличия гори
зонтальной составляющей вектора Кориолиса fH в частном случае горизонтальных течений дина
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Рис. 9: Дисперсионные кривые двумерных магнитных инерционногравитационных и магнито
строфических волн на нестандартной стандартной f плоскости в приближении Буссинеска: а) 1
— магнитная инерционногравитационная волна ωmig′2D

(kx,0.1), 2 — магнитострофическая вол
на ωmstr′2D

(kx,0.1), 3 — магнитная инерционногравитационная волна ωmig′2D
(kx,0.1) при fH ≫ 1,

4 — магнитострофическая волна ωmstr′2D
(kx,0.1) при fH ≫ 1; b) 1 — магнитная инерционно

гравитационная волна ωmig′2D
(0.1,ky), 2 — магнитострофическая волна ωmstr′2D

(0.1,ky), 3 — маг
нитная инерционногравитационная волна ωmig′2D

(0.1,ky) при fH ≫ 1, 4 — магнитострофическая
волна ωmstr′2D

(0.1,ky) при fH ≫ 1

мика волн остается прежней. Трехмерные магнитные инерционногравитационные волны (2.12)
и трехмерные магнитострофические волны (2.14) переходят в свои двумерные аналоги. В отсут

ствие магнитного поля дисперсионное соотношение (2.25) переходит вω = ±
√

f2
Hk2y
k2h

−N2, описы

вающее двумерные инерционногравитационные волны. Двумерные магнитострофические волны
не имеют аналога в динамике нейтральной жидкости.

Отметим, что порядок величины горизонтальной составляющей силы Кориолиса fH влия
ет на динамику волн. Найденные отличия в дисперсионных кривых, связанные с горизонтальной
компонентой fH в нестандартном приближении f плоскости, существенно влияют на трехволно
вые взаимодействия. Общй вид дисперсионных кривых при ω(kx) > 0, ky = const представлен на
9a, при ω(ky) > 0, kx = const — на 9b.

2.2.3 Волны в сферических течениях стратифицированной плазмы в приближении Бусси
неска на стандартной βплоскости

Исследуем магнитогидродинамические течения стратифицированной вращающейся плазмы
с учетом эффектов сферичности в приближении бетаплоскости. Считая, что параметр Кориолиса
f слабо меняется при малых изменениях широты, разложим его в ряд:

f = 2Ω sin θ ≈ 2Ω sin θ0 + 2Ω(θ − θ0) cos θ0 ≈ f0 + βy, (2.27)

где Ω  угловая скорость вращения, f0 = 2Ω sin θ0 (f0 ≡ fV ), β = ∂f/∂y. Приближение β
плоскости, в отличие от приближения f плоскости, сохраняет первый порядок малости в разло
жении параметра Кориолиса.

Система магнитогидродинамических уравнений вращающейся плазмы с линейным профи
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лем плотности в приближении Буссинеска на βплоскости имеет вид:

∂2ux
∂y∂t

+
∂[(u · ∇)ux]

∂y
−f0

∂uy
∂y

−βuy+
∂2P

∂y∂x
+

∂

∂y

(
By

(
∂By

∂x
− ∂Bx

∂y

)
+Bz

(
∂Bz

∂x
− ∂Bx

∂z

))
= 0, (2.28)

∂uy
∂t

+ (u · ∇)uy + f0ux +
∂P

∂y
+Bz

(
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z

)
+Bx

(
∂Bx

∂y
− ∂By

∂x

)
= 0, (2.29)

∂uz
∂t

+ (u · ∇)uz
∂P

∂z
+ ρ′ +Bx

(
∂Bx

∂x
− ∂Bz

∂x

)
+By

(
∂By

∂z
− ∂Bz

∂y

)
= 0, (2.30)

∂Bx

∂t
− (B · ∇)ux = 0, (2.31)

∂By1

∂t
− (B · ∇)uy = 0, (2.32)

∂Bz1

∂t
− (B · ∇)uz = 0, (2.33)

∂ρ′

∂t
+ (u · ∇)hρ

′ +N2uz = 0, (2.34)

∇ · u = 0. (2.35)

Стационарное решение, удовлетворяющее системе (2.282.35), имеет вид (2.5):

q0 = (u0,B0,P0,ρ̄)
T .

Система (2.282.35), линеаризованная на фоне стационара (2.5) имеет вид:

∂2ux1
∂y∂t

− f0
∂uy1
∂y

−βuy1+
∂2P

∂y∂x
+

∂

∂y

(
By0

∂By1

∂x
+Bz0

∂Bz1

∂x
−By0

∂Bx1

∂y
−Bz0

∂Bx1

∂z

)
= 0, (2.36)

∂uy1
∂t

+ f0ux1 +
∂P

∂y
+Bz0

∂Bz1

∂y
+Bx0

∂Bx1

∂y
−Bz0

∂By1

∂z
−Bx0

∂By1

∂x
= 0, (2.37)

∂uz1
∂t

+
∂P

∂z
+ ρ′1 +Bx0

∂Bx1

∂x
+By0

∂By1

∂z
−Bx0

∂Bz1

∂x
−By0

∂Bz1

∂y
= 0, (2.38)

∂Bx1

∂t
− (B0 · ∇)ux1 = 0, (2.39)

∂By1

∂t
− (B0 · ∇)uy1 = 0, (2.40)

∂Bz1

∂t
− (B0 · ∇)uz1 = 0, (2.41)

∂ρ′1
∂t

+N2uz1 = 0, (2.42)

∇ · u1 = 0. (2.43)

Из условия равенства нулю детерминанта матрицы линеаризованной системы (2.362.43) получа
ем следующее дисперсионное соотношение для волн во вращающейся стратифицированной плаз
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ме на бетаплоскости в приближении Буссинеска:

k2ω4+βkxω
3−ω2[f 2

0k
2
z−N2k2h+2k2(B0 ·k)2]−βkxω[(B0 ·k)2−N2]+(B0 ·k)2[k2(B0 ·k)2−N2k2h] = 0.

(2.44)
Рассмотрим распространение волн в плоскости (kx, ky) при условии kz ≪ k. Дисперсионное со
отношение в данном приближении имеет вид

(
ω2 −N2 + (B0 · k)2h

)(
ω2 + ω

βkx
k2h

− (B0 · k)2h
)

= 0 (2.45)

и описывает три типа волн. Первый тип волн – магнитогравитационные волны, аналогичные вол
нам на f плоскости (2.20).

Второй тип волн – волны магнитоРоссби с дисперсионным соотношением

ωMR1 = −βkx
2k2h

+
1

2

√
β2k2x
k4h

+ 4(B0 · k)2h, (2.46)

которое, в случае отсутствия магнитного поля, переходит в дисперсионное соотношение для стан
дартной гидродинамической волны Россби:

ωR = −βkx
k2h

. (2.47)

Третий тип волн – волны магнитоРоссби с дисперсионным соотношением

ωMR2 = −βkx
2k2h

− 1

2

√
β2k2x
k4h

+ 4(b0 · k)2, (2.48)

которое обращается в ноль в отсутствии магнитного поля в системе.
Динамика волн магнитоРоссби определяется силой Кориолиса и силой Лоренца. Оба типа

волн магнитоРоссби (2.46), (2.48) при распространении строго по ky вырождаются в альфвенов
ские волны с дисперсионным соотношением

ωAy = ±B0yky, (2.49)

аналогичные волнам Альфвена на f плоскости при k = ky (2.19).
Отметим, что в низкочастотном пределе уравнение (2.44) имеет решение в виде волнымагнито

Россби, динамику которой определяют не только сила Кориолиса и Лоренца, но и сила плавучести:

ωMR3D
=

(B0 · k)2(k2(B0 · k)2 −N2k2h)

βkx((B0 · k)2 −N2)
. (2.50)

Дисперсионное соотношение (2.50) переходит в дисперсионное соотношение для волны магнито
Россби в двумерных магнитогидродинамических течениях вращающейся плазмы на βплоскости
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Рис. 10: Дисперсионные кривые волн на стандартной βплоскости в приближении Буссинеска: а) 1
— магнитогравитационная волна ωmgr(kx), 2 — волна магнитоРоссби ωMR1(kx); b) 1 — магнито
гравитационная волна ωmgr(ky), 2— волна Альфвена ωAy(ky), 3— низкочастотная волна магнито
Россби ωMR3D

(kx,1,1).

при kz ≪ k:

ω =
k2h(B0 · k)2h

βkx
(2.51)

Общий вид дисперсионных кривых для случая ω > 0 для k = kx представлен на 10a, для
k = ky — на 10b. Дисперсионная кривая низкочастотной волны магнитоРоссби при k = (kx,1,1)

представлена на 10c.
Рассмотрим переход в дисперсионном соотношении (2.44) к случаю гидродинамики ней

тральной вращающейся жидкости. В отсутствие магнитного поля (B0 = 0) уравнение (2.44) при
нимает вид:

ω3 + β
kx
k2
ω2 − ω

(
f 2
0

k2z
k2

−N2k
2
h

k2

)
+N2β

kx
k2

= 0. (2.52)

Заметим, что для решения в низкочастотном пределе можно получить выражение для частоты
трехмерной гидродинамической волны Россби в приближении Буссинеска:

ωR3D
=

N2βkx
f 2
0k

2
z −N2k2h

, (2.53)

которое переходит, при условии kz ≪ k, в стандартную гидродинамическую волну Россби (2.47).
Динамика трехмерной волныРоссби (2.53) определяется не только силой Кориолиса, но и силой
плавучести.
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2.2.4 Волны в сферических течениях стратифицированной плазмы в приближении Бусси
неска на нестандартной βплоскости

Исследуем сферические течения в нестандартном приближении βплоскости. По аналогии с
нестандартным приближением f плоскости, предполагается наличие горизонтальной компонен
ты, которая, как и вертикальная компонента, раскладывается в ряд. Таким образом в приближении
нестандартной βплоскости параметр Кориолиса выглядит следующим образом:

f = (0, fH + γy, fV + βy), (2.54)

где fV = 2Ω sin θ, β = 2Ω cos θ
R

, fH = 2Ω cos θ, γ = −2Ω sin θ
R

.
Разложение горизонтальной составляющей компоненты силы Кориолиса добавляет слагае

мые fH∂yuz + γuz в уравнение xкомпоненты импульса (2.28) и слагаемое −fHux в уравнение
zкомпоненты импульса (2.30) в системе магнитогидродинамических уравнений на βплоскости.
Стационар (2.5) удовлетворяет полученной системе. Линеаризованная система на нестандартной
βплоскости имеет вид:

∂2ux1

∂y∂t
− f0

∂uy1

∂y
−βuy1+ fH

∂uz1

∂y
+γuz1+

∂2P

∂y∂x
+

∂

∂y
(By0

∂By1

∂x
+Bz0

∂Bz1

∂x
−By0

∂Bx1

∂y
−Bz0

∂Bx1

∂z
) = 0, (2.55)

∂uy1

∂t
+ f0ux1 +

∂P

∂y
+Bz0

∂Bz1

∂y
+Bx0

∂Bx1

∂y
−Bz0

∂By1

∂z
−Bx0

∂By1

∂x
= 0, (2.56)

∂uz1

∂t
− fHux1 +

∂P

∂z
+ ρ′1 +Bx0

∂Bx1

∂x
+By0

∂By1

∂z
−Bx0

∂Bz1

∂x
−By0

∂Bz1

∂y
= 0, (2.57)

∂Bx1

∂t
− (B0 · ∇)ux1 = 0, (2.58)

∂By1

∂t
− (B0 · ∇)uy1 = 0, (2.59)

∂Bz1

∂t
− (B0 · ∇)uz1 = 0, (2.60)

∂ρ′1
∂t

+N2uz1 = 0, (2.61)

∇ · u1 = 0. (2.62)

Из условия равенства нулю детерминанта матрицы линеаризованной системы (2.552.62) получим
следующее дисперсионное соотношение для волн во вращающейся стратифицированной плазме
на нестандартной бетаплоскости в приближении Буссинеска:

k2ω4 + kxω
3

[
β − γ

kz
ky

]
− ω2

[
(fV kz + fHky)

2 −N2k2h + 2k2(B0 · k)2
]
−

− kxω

[
(B0 · k)2

(
β − γ

kz
ky

)
− βN2

]
+ (B0 · k)2

[
k2(B0 · k)2 −N2k2h

]
= 0. (2.63)

Рассмотрим распространение волн в плоскости (kx, ky) при условии kz ≪ k. Дисперсионное со
отношение в данном приближении имеет вид:

ω4 + ω3βkx
k2h

− ω2

[
f 2
Hk

2
y

k2h
−N2 + 2(B0 · k)2h

]
− ω

βkx
k2h

[
(B0 · k)2h −N2

]
+



69

+ (B0 · k)2h
[
(B0 · k)2h −N2

]
= 0. (2.64)

При k = ky уравнение (2.64) описывает два типа волн, аналогичных волнам на нестандартной
f плоскости: одномерные магнитные инерционногравитационные волны

ωmigy = ±

√√√√f 2
H

2
− N2

2
+B2

0yk
2
y +

√(
f 2
H

2
− N2

2

)2

+ f 2
HB

2
0yk

2
y (2.65)

и одномерные магнитострофические волны

ωmstry = ±

√√√√f 2
H

2
− N2

2
+B2

0yk
2
y −

√(
f 2
H

2
− N2

2

)2

+ f 2
HB

2
0yk

2
y. (2.66)

Важное отличие, связанное с нестандартным приближением βплоскости, которые мы мо
жем получить аналитически – низкочастотный предел в уравнении (2.63), который дает новое вы
ражение для волны магнитоРоссби:

ωMR′
3D

=
(B0 · k)2 [k2(B0 · k)2 −N2k2h]

kx

[
(B0 · k)2

(
β − γ kz

ky

)
− βN2

] . (2.67)

Выражение (2.67), так же как и выражение (2.50) описывает волны магнитоРоссби, динамика
которых определяется не только силами Кориолиса и Лоренца, но и силой плавучести.

Общий вид дисперсионной кривой низкочастотной волны магнитоРоссби (2.67) при ω > 0,
γ < β изображен на 11 для k = (kx,1,1) (a), k = (1,ky,1) (b), k = (1,1,kz) (c).

Рассмотрим переход в дисперсионном соотношении (2.63) к случаю вращающейся нейтраль
ной жидкости. В отсутствие магнитного поля (B0 = 0) уравнение (2.63) принимает вид:

k2ω3 + kxω
2

(
β − γ

kz
ky

)
− ω

[
(fV ky + fHkz)

2 −N2k2h
]
+N2βkx = 0. (2.68)

В низкочастотном пределе получаем выражение для частоты трехмерной гидродинамической вол
ны Россби в приближении Буссинеска на нестандартной βплоскости:

ω =
N2βkx

(fV ky + fHkz)2 −N2k2h
, (2.69)

которое переходит, при условии kz ≪ k, в стандартную гидродинамическую волну Россби (2.47).
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Рис. 11: Дисперсионные кривые низкочастотной волны магнитоРоссби на нестандартной β
плоскости в приближении Буссинеска: а) волна магнитоРоссби ωMR′

3D
(kx,1,1), b) волна магнито

Россби ωMR′
3D
(1,ky,1); c) волна магнитоРоссби ωMR′

3D
(1,1,kz).

2.3 Резонансные явления волн во вращающихся течениях плазмы с устой
чивой стратификацией в приближении Буссинеска

2.3.1 Условия синхронизма

Исследуем слабонелинейные взаимодействия волн в приближении Буссинеска для каждого
случая представления силы Кориолиса. Для того, чтобы оценить возможность межволновых взаи
модействий для найденных волн, проанализируем найденные дисперсионные соотношения. Что
бы определить, существуют ли такие три волны, удовлетворяющие условию синхронизма (1.125),
необходимо изобразить две дисперсионные кривые, смещенные друг относительно друга, для
каждого случая. Если при смещении относительно начала координат одной из дисперсионных
кривых она пересечет другую в некоторой точке, то это будет означать выполнение условия син
хронизма [126].

Ниже будем исследовать трехволновые взаимодействия волн на f плоскости. Проверим, су
ществует ли трехволновое взаимодействие между двумя магнитогравитационными волнами (2.20)
и волной Альфвена (2.19). Для этого изобразим дисперсионную кривую для магнитогравитацион
ной волны (2.20) и смещенную относительно начала координат дисперсионную кривую для волны
Альфвена (2.19). Если две дисперсионные кривые пересекаются в некоторой точке (ω(k3),k3), то
это означает выполнение условия синхронизма (1.125). На 12a показано пересечение дисперси
онных кривых двух магнитогравитационных волн (2.20) и одной волны Альфвена (2.19). На 12b
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Рис. 12: Условие синхронизма для трех волн на стандартной f плоскости: а) две магнитограви
тационные волны и волна Альфвена: 1 — ωmgr(kx), 2 — ω = ωA(kx − kxc) + ωmgr(kxc); b) три
магнитные инерционные волны: 1 — ωz1(kz), 2 — ω = ωz2(kz − kzc) + ωz1(kzc); c) три магнитные
инерционные волны: 1 – ω = ωz2(kz), 2 – ω = ωz2(kz − kzc) + ωz2(kzc).

показано пересечение дисперсионных кривых двух магнитных инерционных волн с частотами
ωz1 (2.16) и одной магнитной инерционной волны с частотой ωz2, а на 12c – трех волн с частота
ми ωz2 (2.17). Таким образом качественный анализ дисперсионных кривых волн на стандартной
f плоскости показывает возможность существования следующих трехволновых взаимодействий:
две магнитогравитационные волны взаимодействуют с волной Альфвена; две магнитные инерци
онные волны с частотой ωz1 (2.16) взаимодействуют с магнитной инерционной волной с частотой
ωz2 (2.17); три магнитные инерционные волны с частотой ωz2 (2.17) взаимодействуют между со
бой.

Исследуем слабонелинейные взаимодействия волн в стратифицированных течениях враща
ющейся плазмы в приближении Буссинеска на нестандартной f плоскости. Поскольку для нестан
дартной f плоскости в частном случае только вертикальных возмущений получены решения, ана
логичные решениям на стандартной f плоскости, то для них будут существовать аналогичные
трехволновые взаимодействия, а именно: взаимодействие двух магнитных инерционных волн с
частотой ωz1 (2.16) и магнитной инерционной волны с частотой ωz2 (2.17), взаимодействие трех
магнитных инерционных волн с частотой ωz2 (2.17). Перейдем далее к анализу дисперсионных
кривых для волн в плоскости (kx,ky). При малой горизонтальной составляющей силы Кориолиса
fH существует один тип трехволновых взаимодействий – возникновение магнитной инерционно
гравитационной волны (2.25) при взаимодействии двух магнитострофических волн с частотой
(2.26). Существование данного типа трехволновых взаимодействий отображено на 13a при k = kx
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Рис. 13: Условие синхронизма для трех волн на нестандартной f плоскости: а) две магнито
строфические волны и магнитная инерционногравитационная волна: 1 – ω = ωmig′2D

(kx), 2 –
ω = ωmstr′2D

(kx− kxc)+ωmstr′2D
(kxc); b) две магнитные инерционногравитационные волны и маг

нитострофическая волна при fH ≫ 1: 1 – ω = ωmig′2D
(kx), 2 – ω = ωmstr′2D

(kx − kxc) + ωmig′2D
(kxc);

c) две магнитные инерционногравитационные волны и магнитострофическая волна при fH ≫ 1:
1 – ω = ωmig′2D

(ky), 2 – ω = ωmstr′2D
(ky − kyc) + ωmig′2D

(kyc).

(аналогичный вид будет иметь условие синхронизма при k = ky). Однако, при достаточно боль
шом fH вид дисперсионных кривых сильно изменяется, что допускает возникновение еще од
ного типа трехволновых взаимодействий, помимо найденного выше – возникновение магнитной
инерционногравитационной волны (2.25) при взаимодействиимагнитной инерционногравитационной
волны (2.25) и магнитострофической волны (2.26). Выполнение условия синхронизма для этих
трех взаимодействующих волн показано на 13b для k = kx, ky = const и на 13c для k = ky, kx =

const.
Исследуем слабонелинейные взаимодействия волн в стратифицированных течениях враща

ющейся плазмы в приближении Буссинеска на βплоскости. Качественный анализ дисперсионных
соотношений для волн в частном случае горизонтальных течений показывает наличие следующих
трехволновых взаимодействий: три волны магнитоРоссби (2.46) взаимодействуют между собой
(14a), две магнитогравитационные волны (2.20) взаимодействуют с волной магнитоРоссби (2.46)
(14b); две волны магнитоРоссби (2.46) взаимодействуют с магнитогравитационной волной (2.20)
(14c). В низкочастотном пределе реализуется взаимодействие трех волн магнитоРоссби с частота
ми (2.50) при k = (kx,1,1) (14d). Для волн вдоль ky аналогично волнам на f плоскости, реализуется
взаимодействие двух магнитогравитационных волн с частотами (2.20) и одной волны Альфвена
(2.49).
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Рис. 14: Условие синхронизма для трех волн на стандартной βплоскости: а) три волны магнито
Россби: 1 – ω = ωMR1(kx), 2 – ω = ωMR1(kx − kxc) + ωMR1(kxc); b) две магнитогравитационные
волны и волна магнитоРоссби: 1 – ω = ωmgr(kx), 2 – ω = ωMR1(kx − kxc) + ωmgr(kxc); c) две
волны магнитоРоссби и магнитогравитационная волна: 1 – ω = ωMR1(kx), 2 – ω = ωmgr(kx −
kxc) + ωMR1(kxc); d) три низкочастотные волны магнитоРоссби: 1 – ω = ωMR3D

(kx), 2 – ω =
ωMR3D

(kx − kxc) + ωMR3D
(kxc).
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Рис. 15: Условие синхронизма для трех низкочастотных волн магнитоРоссби на нестандартной
βплоскости: а) 1 – ω = ωMR′

3D
(kx), 2 – ω = ωMR′

3D
(kx−kxc)+ωMR′

3D
(kxc); b) 1 – ω = ωMR′

3D
(ky), 2

– ω = ωMR′
3D
(ky − kyc)+ωMR′

3D
(kyc); c) 1 – ω = ωMR′

3D
(kz), 2 – ω = ωMR′

3D
(kz − kzc)+ωMR′

3D
(kzc).

Исследуем слабонелинейные взаимодействия волн в стратифицированных течениях враща
ющейся плазмы в приближении Буссинеска на нестандартной βплоскости. Для волн, распростра
няющихся вдоль ky реализуются взаимодействие двух магнитострофических волн (2.66) и одной
магнитной инерционногравитационной волны (2.65) при малом fH и взаимодействие двух маг
нитных инерционногравитационных волн (2.65) и одной магнитострофической волны (2.66) при
большом fH . В низкочастотном пределе реализуется взаимодействие трех волн магнитоРоссби
с частотами (2.67), что показано на 15a при k = (kx,1,1), на 15b при k = (1,ky,1) и на 15c при
k = (1,1,kz).

2.3.2 Коэффициенты взаимодействия в амплитудных уравнениях

Для анализа слабонелинейных взаимодействий используем, как и в модели мелкой воды,
асимптотический метод многомасштабных разложений для системы трехмерных магнитогидро
динамических уравнений вращающейся стратифицированной плазмы в приближении Буссинеска
(2.12.4). Как было сказано ранее, данный метод широко используется для исследования слабоне
линейных взаимодействий, система амплитудных уравнений имеет общий вид (1.142,1.146,1.150):

s1ϕ = f1ψ
∗χ,

s2ψ = f2ϕ
∗χ,

s3χ = f3ϕψ,



75

а существенные отличия между полученными амплитудными уравнениями для взаимодействую
щих волн содержатся в дифференциальных операторах и коэффициентах, зависящих от началь
ных условий и характеристик взаимодействующих волн. Приведем их ниже для каждого прибли
жения силы Кориолиса.

Выпишем полученные в работе выражения для дифференциальных операторов и коэффици
ентов взаимодействия волн в магнитной гидродинамике стратифицированной вращающейся плаз
мы в приближенииБуссинеска на f плоскости. Коэффициент tj при производной по ”медленному” времени
имеет вид:

tj =
3∑

i=1

ziai + z4a8 +
7∑

i=5

ziai−1. (2.70)

Коэффициент pj при производной по ”медленной” координате X1 имеет вид:

pj = z1(a7 +By0a5 +Bz0a6)−Bx0

(
3∑

i=2

ziai+3 +
7∑

i=5

ziai−4

)
+ z8a1. (2.71)

Коэффициент qj при производной по ”медленной” координате Y1 имеет вид:

qj = z2(a7 +By0a5 +Bz0a6)−By0

(
2∑

i=1

ziai+3 +
7∑

i=5

ziai−4

)
+ z8a2. (2.72)

Коэффициент wj при производной по ”медленной” координате Z1 имеет вид:

wj = z3(a7 +Bx0a4 +By0a5) + ρ0z4a3 −Bz0

(
2∑

i=1

ziai+3 +
7∑

i=5

ziai−4

)
+ z8a3. (2.73)

Коэффициенты fj , зависящие от начальных условий и характеристик взаимодействующих волн,
представим в виде:

fj =
7∑

s=1

zsκsj. (2.74)

Выражение (2.74) содержит семь слагаемых вместо восьми, посколькуκ8 = 0. Слагаемые в сумме
(2.74) для волн на f плоскости имеют вид:

κ1j =
[
−ikxn(a21lm + a25lm + a26lm) + iγkym(a2kla

′
1km

− a5kla
′
4km

) + ikyl(a
′
5km

a4kl − a′2kma1kl )+

+iγkzm(a3kla
′
1km

− a6kla
′
4km

) + ikzl(a
′
6km

a4kl − a′3kma1kl )
]
, (2.75)

κ2j =
[
iγkxm(a1kla

′
2km

− a4kla
′
5km

) + ikxl(a
′
4km

a5kl − a′1kma2kl )− ikyn(a
2
2lm

+ a24lm + a26lm)+

+iγkzm(a3kla
′
2km

− a6kla
′
5km

) + ikzl(a
′
6km

a5kl − a′3kma2kl )
]
, (2.76)

κ3j =
[
iγkxm(a1kla

′
3km

− a4kla
′
6km

) + ikxl
(a′kma6kl − a′1kma3kl ) + iγkym(a2kla

′
3km

− a5kla
′
6km

)+

+ikyl(a
′
5km

a6kl − a′2kma3kl )− ikzn(a
2
3lm

+ a24lm + a25lm)
]

(2.77)



76

κ4j =
[
iγa′8km (kxma1kl + kyma2kl + kzma3kl )− ia8kl (kxla

′
1km

+ kyla
′
2km

+ kzla
′
3km

)
]
, (2.78)

κ5j =
[
i(γkxm + kxl)â14lm + iγkym(a2kla

′
4km

− a5kla
′
1km

) + ikyl(a
′
5km

a1kl − a′2kma4kl )
]
, (2.79)

κ6j =
[
iγkxm(a1kla

′
5km

− a4kla
′
2km

) + ikxl(a
′
4km

a2kl − a′1kma5kl ) + i(γkym + kyl)â25lm+

+iγkzm(a3kla
′
5km

− a6kla
′
2km

) + ikzl(a
′
6km

a2kl − a′3kma5kl )
]
, (2.80)

κ7j =
[
iγkxm(a1kla

′
6km

− a4kla
′
3km

) + ikxl(a
′
4km

a3kl − a′1kma6kl ) + γkym(a2kla
′
6km

− a5kla
′
3km

)+

+ikyl(a
′
5km

a3kl − a′2kma6kl ) + i(γkzm + kzl)â36lm

]
. (2.81)

В выражениях (2.752.81) использованы следующие обозначения:

a2ilm = aikla
′
ikm
, ai,iilm = aikla

′
iikm

+ aiikla
′
ikm
, âi,iilm = aikla

′
iikm

− aiikla
′
ikm
.

Индексы в коэффициентах fj связаны следующим образом: когда индекс j = 1, то индекс l = 3,
индекс m = 2, индекс n = 1, γ = 1, ′ →∗; когда индекс j = 2, то индекс l = 3, индекс m = 1,
индекс n = 2, γ = 1, ′ →∗; когда индекс j = 3, то индекс l = 1, индекс m = 2, индекс n = 3,
γ = −1, ′ снимается.

В приближении f плоскости при k = (kx,ky) взаимодействуют две магнитогравитационные
волны и волна Альфвена. В таком случае, индекс j = 1 соответствует волне Альфвена, а индексы
j = 2, j = 3 – магнитогравитационным волнам. При k = kz взаимодействуют либо две магнитные
инерционные волны с частотой ωz1 и одна магнитная инерционная волна с частотой ωz2, либо три
магнитные инерционные волны с частотами ωz2. В первом случае индекс j = 1 соответствует
магнитной инерционной волне с частотой ωz2, а индексы j = 2, j = 3 соответствуют магнитным
инерционным волнам с частотой ωz1. Во втором случае индексы j = 1, j = 2, j = 3 соответствуют
волнам с частотой ωz2.

Отметим, что коэффициенты t′j , p′j , q′j , w′
j и f ′

j в полученной системе на амплитуды взаимо
действующих волн на нестандартной f плоскости имеют такой же вид, что и коэффициенты tj

(2.70), pj (2.71), qj (2.72), wj (2.73) и fj (2.74) на стандартной f плоскости и отличаются только
собственным вектором z линейного оператора системы (2.62.9). Таким образом, в нестандартном
приближении f плоскости возникает магнитная инерционногравитационная волна при взаимо
действии двух магнитострофических волн. Кроме того, может возникать магнитная инерционно
гравитационная волна при взаимодействии магнитной инерционногравитационной волны и маг
нитострофической волны при большом fH . В первом случае индекс j = 1 соответствует магнит
ной инерционногравитационной волне, а индексы j = 2, j = 3 соответствуют магнитострофи
ческим волнам. Во втором случае индексы j = 1, j = 2 соответствуют магнитным инерционно
гравитационным волнам, а индекс j = 3 соответствует магнитострофической волне.

Перейдем к рассмотрению сферических течений. Выпишем полученные в работе выражения
для дифференциальных операторов и коэффициентов взаимодействия волн в магнитной гидроди
намике стратифицированной вращающейся плазмы в приближении Буссинеска на βплоскости.
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Коэффициент t̃j при производной по ”медленному” времени имеет вид:

t̃j = −iz1kyja1 +
3∑

i=2

ziai + z4a8 +
7∑

i=5

ziai−1. (2.82)

Коэффициент p̃j при производной по ”медленной” координате X1 имеет вид:

p̃j = −iz1kyj(a7 +By0a5 +Bz0a6)−Bx0

(
3∑

i=2

ziai+3 +
7∑

i=5

ziai−4

)
+ z8a1. (2.83)

Коэффициент q̃j при производной по ”медленной” координате Y1 имеет вид:

q̃j = z1 [iωa1 − f0a2 − ikxj(a7 +By0a5 +Bz0a6) + (2ikyjBy0 + ikzjBz0)a4] +

+ z2(a7 +Bx0a4 +Bz0a6)−By0

(
z3a6 +

7∑
i=5

ziai−4

)
+ z8a2. (2.84)

Коэффициент w̃j при производной по ”медленной” координате Z1 имеет вид:

w̃j = z3(a7 +Bx0a4 +By0a5) + ρ0z4a3 −Bz0

(
ikyjz1a4 + z2a5 +

7∑
i=5

ziai−4

)
+ z8a3. (2.85)

Коэффициенты f̃j анаогично коэффицентам fj (2.74) представимы в виде суммы:

f̃j =
7∑

s=1

zsκ̃sj. (2.86)

Первое слагаемое в сумме (2.86) имеет вид:

κ̃1j = γ(kylkxm + kymkxl)(a
2
1lm

+ a25lm + a26lm) + γkymkyl(a21lm − a54lm)+

+ γkymkzl(a
′
3km

a1kl − a′6kma4kl ) + γkylkzm(a3kla
′
1km

− a6kla
′
4km

). (2.87)

Остальные слагаемые в сумме (2.86) имеют тот же вид, что слагаемые в сумме (2.74) и отличаются
только собственным вектором z линейного оператора системы (2.362.43).

На βплоскости для волн в приближении горизонтальных течений существует три типа трехвол
новых взаимодействий. Первый тип определяет возникновение магнитогравитационной волны
(2.20) при взаимодействии волны магнитоРоссби (??) и магнитогравитационной волны (2.20). В
таком случае индекс j = 1 соответствует волне магнитоРоссби, а индексы j = 2, j = 3 соответ
ствуют магнитогравитационным волнам. Второй тип описывает возникновение волны магнито
Россби при взаимодействии магнитогравитационной волны и волны магнитоРоссби. В таком слу
чае индекс j = 1 соответствует магнитогравитационной волне, а индексы j = 2, j = 3 соответству
ют волнам магнитоРоссби. Третий тип определяет взаимодействие трех волн магнитоРоссби. В
таком случае индексы j = 1, j = 2, j = 3 соответствуют волнам магнитоРоссби. Кроме того, при
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k = ky взаимодействуют волна Альфвена (2.49) и две магнитогравитационные волны (2.20). При
этом индекс j = 1 соответствует волне Альфвена, а индексы j = 2, j = 3 соответствуют магнито
гравитационным волнам. В низкочастотном пределе взаимодействуют три волны магнитоРоссби
(2.50). В таком случае индексы j = 1, j = 2, j = 3 соответствуют волнам магнитоРоссби.

Перейдем к коэффициентам в амплитудных уравнениях (??) на нестандартной βплоскости.
Отметим, что коэффициенты t̃′j , p̃′j и w̃′

j в приближении нестандартной βплоскости имеют тот же
вид, что и коэффициенты на стандартной βплоскости и отличаются только собственным вектором
z линейного оператора системы (2.552.62). Коэффициент q̃′j имеет вид:

q̃′j = z1 [iωa1 − fV a2 + fHa3 − ikxj(a7 +By0a5 +Bz0a6) + (2ikyjBy0 + ikzjBz0)a4] +

+ z2(a7 +Bx0a4 +Bz0a6)−By0

(
z3a6 +

7∑
i=5

ziai−4

)
+ z8a2. (2.88)

Коэффициенты f̃ ′
j на нестандартной βплоскости имеют тот же вид, что и коэффициенты f̃j на

стандартной βплоскости и отличаются только собственным вектором z линейного оператора си
стемы (2.552.62). Таким образом, в нестандартном приближении βплоскости при k = ky возни
кает магнитная инерционногравитационная волна (2.65) при взаимодействии двух магнитостро
фических волн (2.66). Кроме того, может возникать магнитная инерционногравитационная вол
на при взаимодействии магнитной инерционногравитационной волны и магнитострофической
волны при большом fH . В первом случае индекс j = 1 соответствует магнитной инерционно
гравитационной волне, а индексы j = 2, j = 3 соответствуют магнитострофическим волнам. Во
втором случае индексы j = 1, j = 2 соответствуют магнитным инерционногравитационным
волнам, а индекс j = 3 соответствует магнитострофической волне. В низкочастотном пределе ре
ализуется трехволновое взаимодействие волн магнитоРоссби (2.67) и индексы j = 1, j = 2, j = 3

соответствуют волнам магнитоРоссби.

2.3.3 Неустойчивости типа распад и усиление

Система уравнений (1.142,1.146,1.150) имеет общий вид и описывает параметрические неустой
чивости типа распад и усиление. В случае когда амплитуда одной из волн много больше амплитуд
двух других (ϕ ≫ ψ,χ, ϕ = ϕ0) имеет место неустойчивость типа распад, когда волна с частотой
ω1(k1) распадается на две волны с частотами ω2(k2) и ω3(k3) и с инкрементом неустойчивости
Γ =

√
|f2f3|/t2t3|ϕ0| > 0. В случае когда амплитуда одной из волн много меньше амплитуд двух

других (ϕ≪ ψ,χ, ψ = ψ0,χ = χ0) имеет место неустойчивость типа усиление, когда волна с часто
той ω1(k1) усиливается двумя волнами с частотами ω2(k2) и ω3(k3) и с инкрементом неустойчиво
сти Γ = (|f1|/|t1|)|ψ0χ0| > 0. Несмотря на общий вид инкрементов неустойчивости, они различны
для каждого приближения силы Кориолиса и каждого типа трехволновых взаимодействий.

В приближении Буссинеска на стандартной f плоскости получены следующие неустойчиво
сти: распад магнитогравитационной волны ωmgr(k1) на волну Альфвена ωA(k2) и магнитогравита
ционную волну ωmgr(k3); распад магнитной инерционной волны с частотой ωz1(k1) на магнитную
инерционную волну с частотой ωz2(k2) и магнитную инерционную волну с частотой ωz1(k3); рас
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пад магнитной инерционной волны с частотой ωz2(k1) на две магнитные инерционные волны с
частотами ωz2(k2) и ωz2(k3); усиление магнитогравитационной волны ωmgr(k1) волной Альфве
на ωA(k2) и магнитогравитационной волной ωmgr(k3); усиление магнитной инерционной волны
с частотой ωz1(k1) магнитной инерционной волной с частотой ωz2(k2) и магнитной инерционной
волной с частотой ωz1(k3); усиление магнитной инерционной волны с частотой ωz2(k1) двумя маг
нитными инерционными волнами с частотами ωz2(k2) и ωz2(k3).

В приближении Буссинеска на нестандартной f плоскости получены следующие неустой
чивости: распад магнитной инерционногравитационной волны ωmig′3D

(k1) на две магнитостро
фические волны ωmstr′3D

(k2) и ωmstr′3D
(k3); распад магнитной инерционногравитационной вол

ны ωmig′3D
(k1) на магнитную инерционногравитационную волну ωmig′3D

(k2) и магнитострофиче
скую волну ωmstr′3D

(k3); усиление магнитной инерционногравитационной волны ωmig′3D
(k1) дву

мя магнитострофическими волнами ωmstr′3D
(k2) и ωmstr′3D

(k3); усиление магнитной инерционно
гравитационной волны ωmig′3D

(k1) магнитной инерционногравитационной волной ωmig′3D
(k2) и

магнитострофической волной ωmstr′3D
(k3).

В приближении Буссинеска на стандартной βплоскости получены следующие неустойчиво
сти: распад волныАльфвена ωAy(ky1) на две магнитогравитационные волны ωmgr(ky2) и ωmgr(ky3);
распад волнымагнитоРоссбиωMR1(kh1) на две магнитогравитационные волныωmgr(kh2) иωmgr(kh3);
распадмагнитогравитационной волныωmgr(kh1) на две волнымагнитоРоссбиωMR1(kh2) иωMR1(kh3);
распад волны магнитоРоссби ωMR1(kh1) на две волны магнитоРоссби ωMR1(kh2) и ωMR1(kh3);
распад волны магнитоРоссби ωMR3D

(k1) на две волны магнитоРоссби ωMR3D
(k2) и ωMR3D

(k3);
усиление волныАльфвенаωAy(ky1) двумямагнитогравитационными волнамиωmgr(ky2) иωmgr(ky3);
усиление волны магнитоРоссби ωmr(kx1) двумя магнитогравитационными волнами ωmgr(kx2) и
ωmgr(kx3); усилениемагнитогравитационной волныωmgr(kh1) двумя волнамимагнитоРоссбиωMR1(kh2)

иωMR1(kh3); усиление волнымагнитоРоссбиωMR1(kh1) двумя волнамимагнитоРоссбиωMR1(kh2)

иωMR1(kh3); усиление волнымагнитоРоссбиωMR3D
(k1) двумя волнамимагнитоРоссбиωMR3D

(k2)
и ωMR3D

(k3).
В приближении Буссинеска на нестандартной βплоскости получены следующие неустой

чивости: распад магнитной инерционногравитационной волны ωmigy(ky1) на две магнитостро
фические волны ωmstry(ky2) и ωmstry(ky); распад магнитной инерционногравитационной волны
ωmigy(ky1) на магнитную инерционногравитационную волну ωmigy(ky2) и магнитострофическую
волнуωmstry(ky3); распад волнымагнитоРоссбиωMR′

3D
(k1) на две волнымагнитоРоссбиωMR3D

(k2)
и ωMR3D

(k3); усиление магнитной инерционногравитационной волны ωmigy(ky1) двумя магнито
строфическими волнамиωmstry(ky2) иωmstry(ky3); усилениемагнитной инерционногравитационной
волны ωmigy(ky1) магнитной инерционногравитационной волной ωmigy(ky2) и магнитострофиче
ской волнойωmstry(ky3); усиление волнымагнитоРоссбиωMR′

3D
(k1) двумя волнамимагнитоРоссби

ωMR3D
(k2) и ωMR3D

(k3).

2.4 Выводы

В главе исследованы магнитогидродинамические волны в стратифицированной вращающей
ся плазме в поле силы тяжести в приближении Буссинеска (в устойчиво стратифицированном слое
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с линейным профилем плотности). Получены дисперсионные соотношения для линейных магнит
ных инерционногравитационных волн и магнитострофических волн в приближении Буссинеска
на f плоскости, дисперсионные соотношения для линейныхмагнитных инерционногравитационных
волн и магнитострофических волн в приближении Буссинеска на нестандартной f плоскости,
дисперсионные соотношения для горизонтальных магнитогравитационных волн и волн магнито
Россби в приближении Буссинеска на βплоскости и дисперсионные соотношения для горизон
тальныхмагнитогравитационных волн и волнмагнитоРоссби в приближенииБуссинеска на нестан
дартной βплоскости. Проведен качественный анализ дисперсионных кривых и описаны возмож
ные для найденных типов волн трехволновые взаимодействия, удовлетворяющие условию син
хронизма. Методом многомасштабных разложений выведены уравнения для амплитуд взаимо
действующих волн и получены инкременты двух возможных в данной системе неустойчивостей:
распад и усиление.

Глава 3. Магнитогидродинамическая теория волновыхпроцес
сов в сжимаемых течениях вращающейся плазмы с
устойчивой стратификацией в неупругом приближе
нии

3.1 Введение

В предыдущей главе исследованы магнитогидродинамические течения несжимаемой враща
ющейся плазмы с устойчивой стратификацией в приближении Буссинеска. Отметим, что прибли
жение Буссинеска работает, когда градиент плотности пропорционален только градиенту темпера
туры, и описывает несжимаемые стратифицированные течения. Свойство сжимаемости является
важным принципиальным отличием реальных течений астрофизической плазмы и характеризует
большинство наблюдаемых объектов во Вселенной.

Данная глава посвящена теоретическому исследованию волновых процессов во вращающей
ся сжимаемой астрофизической плазме с линейным профилем энтропии [88, 113, 124]. Отметим
важные для дальнейшего понимания работы [89, 112]. В работе [89] выполнен вывод уравне
ний для нейтрального газа в неупругом приближении с введением «reduced pressure», наиболее
адекватный для астрофизических задач. Метод, предложенный в работе [89], применен в [112]
для магнитогидродинамических течений без вращения. Основываясь на данной методике вывода
уравнений в настоящей работе выведены магнитогидродинамические уравнения вращающейся
стратифицированной плазмы с линейным профилем энтропии в поле силы тяжести в неупру
гом приближении. Сила Кориолиса учтена в уравнениях в четырех различных приближениях:
стандартная и нестандартная f плоскость, стандартная и нестандартная βплоскости. Новые дис
персионные соотношения, полученные в неупругом приближении, описывают различные типы
волн, восстанавливающими механизмами которых являются магнитное поле, вращение, грави
тация и сжимаемость. Дисперсионные кривые найденных волн проанализированы на удовлетво
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рение условию синхронизма для трех волн [74]. Для выявленных взаимодействий получены ам
плитудные уравнения и инкременты неустойчивостей типа распад и усиление [74].В главе полу
чены магнитогидродинамические уравнения сжимаемой вращающейся плазмы в неупругом при
ближении для четырех приближений силы Кориолиса: приближение стандартной f плоскости,
приближение нестандартной f плоскости, приближение стандартной βплоскости и приближе
ние нестандартной βплоскости. Получены законы дисперсии различных типов сжимаемых маг
нитных инерционногравитационных волн, магнитострофических волн и волн магнитоРоссби,
динамика которых определяется сжимаемостью, вращением и магнитным полем. Проведен каче
ственный анализ дисперсионных кривых для выявления трехволновых взаимодействий. Методом
многомасштабных разложений получены коэффициенты амплитудных уравнений и найдены ин
кременты неустойчивостей типа распад и усиление.

3.2 Магнитогидродинамические уравнения вращающейся сжимаемой стра
тифицированной плазмы в неупругом приближении

Получим уравнения магнитной гидродинамики сжимаемой стратифицированной вращаю
щейся плазмы в неупругом приближении. Неупругое приближение является одним из прибли
жений, используемых при исследовании течений с малым числом Маха, в котором характерный
временной масштаб изучаемых течений астрофизической плазмы значительно превышает время
распространения акустических волн. В неупругом приближении для стратифицированной плазмы
элемент жидкости при движении по вертикали меняет свой объем вследствие изменения давления
окружающей среды. Таким образом неупругое приближение учитывает эффекты сжимаемости во
вращающейся астрофизической плазме. Кроме того, в неупругом приближении возмущение плот
ности полагается малым, что отличает его от псевдонесжимаемого приближения. В силу разроз
ненности учета различных физических эффектов в системе уравнений в неупругом приближении
и особенностей их вывода в различных статьях, мы сочли полезным для читателей привести в дан
ной работе подробный вывод системы магнитогидродинамических уравнений в неупругом при
ближении для вращающейся стратифицированной плазмы. Таким образом, выведенная в данной
работе система уравнений в неупругом приближении является новой относительно используемых
ранее в различных работах уравнений в неупругом приближении, так как содержит одновременно
силу Кориолиса и магнитное поле, а также предполагает постоянное ненулевое магнитное поле
в исходном состоянии равновесия. Для вывода системы магнитогидродинамических уравнений
сжимаемой стратифицированной вращающейся плазмы в неупругом приближении воспользуемся
методикой, предложенной в [112]. В качестве исходной используем полную систему магнитогид
родинамических уравнений сжимаемой плазмы при наличии вращения:

∂u
∂t

+ (u · ∇)u+ [f× u] = −∇p
ρ

+ g− [b× [∇× b]]
4πρ

, (3.1)

∂S

∂t
+ (u · ∇)S = 0, (3.2)
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∂b
∂t

= [∇× [u× b]], (3.3)

∂ρ

∂t
+∇(ρ · u) = 0, (3.4)

∇ · b = 0, (3.5)

ρ = ρ(p,S), (3.6)

состоящуюиз уравненияНавьеСтокса (3.1), уравнения для энтропии (3.2), уравнения индук
ции для идеально проводящей плазмы (3.3), уравнения непрерывности (3.4), уравнения бездивер
гентности магнитного поля (3.5) и уравнения состояния (3.6). В системе (3.13.6) ρ— плотность
плазмы, u— вектор скорости, f = 2Ω— вектор силы Кориолиса, Ω— вектор скорости вращения,
p—давление, g = (0,0,− g)—ускорение свободного падения, b— вектор магнитного поля, S—
энтропия. Для удобства дальнейшего анализа перейдем от энтропии к потенциальной температуре
θ, используя их простую зависимость, заданную выражением dS = cpd ln θ. Уравнение состояния
(3.6) запишем в следующем виде:

d ln θ =
1

γ
d ln p− d ln ρ. (3.7)

В качестве исходного рассмотрим состояние равновесия плазмы (u0 = 0) в постоянном маг
нитном поле (b0 = const) при наличии стратификации ρ0(z). Тогда давление в равновесии удовле
творяет уравнению гидростатики:

∇p0
ρ0

= g, (3.8)

а уравнение состояния (3.7) для невозмущенных величин сводится к следующему виду:

∇θ0
θ0

=
∇p0
γp0

− ∇ρ0
ρ0

, (3.9)

Для получения уравнений магнитной гидродинамики вращающейся плазмы в неупругом
приближении рассмотрим возмущение исходного состояния равновесия:

u = u′;b = b0 + b′; p = p0 + p′; ρ = ρ0 + ρ′; θ = θ0 + θ′, (3.10)

полагая возмущение плотности малым (ρ′ ≪ ρ0).
Линеаризуя уравнения (3.1, 3.4, 3.7) по ρ′, и замыкая систему уравнениями (3.2, 3.3, 3.5) полу

чим систему магнитогидродинамических уравнений для возмущенных переменных в неупругом
приближении:

∂u′

∂t
+ (u′ · ∇)u′ + [f× u′] = −∇p′

ρ0
+
ρ′

ρ0
g−
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− [b0 × [∇× b′]]
4πρ0

− [b′ × [∇× b′]]
4πρ0

(3.11)

∂θ′

∂t
+ (u′ · ∇)θ0 + (u′ · ∇)θ′ = 0 (3.12)

∂b′

∂t
= [∇× [u′ × b0]] + [∇× [u′ × b′]]. (3.13)

∇(ρ0 · u′) = 0 (3.14)

(∇ · b′) = 0 (3.15)

θ′

θ0
=

p′

γp0
− ρ′

ρ0
(3.16)

Ключевые отличия системы уравнений в неупругом приближении от уравнений в прибли
жении Буссинеска 2.12.4 заключаются в уравнении энергии, записанном для потенциальной тем
пературы, в уравнении непрерывности, включающем в себя исходный стратифицированный про
филь плотности и в уравнении состояния, определяющем функцию плотности, как функцию не
только давления, но и потенциальной температуры (энтропии). Таким образом, в неупругом при
ближении изменение давления и плотности жидкости связаны не только с силой плавучести, как
в приближении Буссинеска, но и с изменением потенциальной температуры (энтропии).

Запишем слагаемое ρ′

ρ0
в уравнении НавьеСтокса (3.11), используя уравнение состояния для

возмущенных величин (3.16) и уравнение состояния для невозмущенных величин (3.9) следую
щим образом:

ρ′

ρ0
=

p′

γp0
− θ′

θ0
=

p′∇p0
γp0ρ0g

− θ′

θ0
= ω̄

∇p0
γp0g

− θ′

θ0
, (3.17)

где ω̄ = p′

ρ0
(«reduced pressure») [112].

Пренебрежем в (3.11) всеми слагаемыми, пропорциональными ω̄, за исключением слагае
мых, содержащих градиент ω̄. Используемый метод обеспечивает выполнение условия сохране
ния энергии в системе. Получим магнитогидродинамическое уравнение НавьеСтокса при нали
чии вращения в следующем виде:

∂u′

∂t
+ (u′ · ∇)u′ + [f× u′] = −∇ω̄ − θ′

θ0
g

− [b0 × [∇× b′]]
4πρ0

− [b′ × [∇× b′]]
4πρ0

. (3.18)

Полученная таким образом система (3.123.14, 3.18) уравнений удобна для дальнейшего ис
следования, поскольку не включает в явном виде слагаемых, содержащих возмущение плотности.
Система (3.123.14, 3.18) описывает течения вращающейся сжимаемой астрофизической плазмы
в неупругом приближении и используется в работе для развития линейной слабонелинейной тео
рий волновых взаимодействий. Отметим, что система линейна относительно термодинамических
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переменных и сохраняет нелинейность для поля скорости имагнитного поля. Линеаризованная си
стема магнитогидродинамических уравнений в неупругом приближении для вращающейся плаз
мы (3.123.14, 3.18) имеет вид:

∂u′

∂t
+ [f× u′] = −∇ω̄ − T ′g− [b0 × [∇× b′]]

4πρ0
, (3.19)

∂θ′

∂t
+ (v′ · ∇)θ0 = 0, (3.20)

∂b′

∂t
= [∇× [v′ × b0]] (3.21)

∇(ρ0 · u′) = 0. (3.22)

Полученные системы уравнений (3.123.14, 3.18), (3.193.22) допускают аналитическое ис
следование для стратифицированного слоя плазмы с исходным устойчивым линейным профилем
энтропии:

∂S0

∂z
=

1

θ0

∂θ0
∂z

= const. (3.23)

В этом случае уравнение состояния для невозмущенных величин (3.9) определяет связь меж
ду плотностью и потенциальной температурой следующим образом:

1

θ0

∂θ0
∂z

= −ρ0g
γp0

− 1

g

g

ρ0

∂ρ0
∂z

(3.24)

Введем понятие частоты БрентаВяйсяля в сжимаемых течениях стратифицированной аст
рофизической плазмы в следующем виде:

N2
θ = −g

(
1

ρ0

∂ρ0
∂z

+
gρ0
γp0

)
=

g

θ0

∂θ0
∂z

. (3.25)

Учет сжимаемости в выражении (3.25) приводит к зависимости частоты БрентаВяйсяля не
только от плотности, но и от давления. Первое слагаемое в частоте БрентаВяйсяляN2

θ для сжима
емых течений в неупругом приближении с линейным профилем энтропии (3.25) имеет вид, ана
логичный частоте БрентаВяйсяля в приближении Буссинеска N2 = − g

ρ̃0

∂ρ̄
∂z
, где ρ̃0 — постоянная

фоновая плотность, а ρ̄—линейный профиль плотности, обеспечивающий устойчивую стратифи
кацию. В случае сжимаемых течений в неупругом приближении предполагается стратификация
исходного профиля плотности ρ0(z), обеспечивающая линейность и устойчивость профиля эн
тропии (∂z ln ρ0 = const). Таким образом для удобства дальнейшего анализа мы обозначим первое
слагаемое в (3.25) в следующем виде:

N2 = − g

ρ0

∂ρ0
∂z

. (3.26)

Кроме того, введем следующие переобозначения для потенциальной температуры и магнит
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ного поля:
T ′ =

θ′

θ0
,b0 =

√
4πρ0B0,b′ =

√
4πρ0B′.

Полученные в данном разделе магнитогидродинамические уравнения в неупругом прибли
жении записаны для полной силы Кориолиса. Для дальнейшего исследования используем четы
ре различных приближения силы Кориолиса: приближение стандартной f плоскости, когда век
тор Кориолиса предполагается постоянным и направленным по вертикали, приближение нестан
дартной f плоскости, когда вектор Кориолиса предполагается постоянным и произведен учет его
горизонтальной составляющей, приближение стандартной βплоскости, когда вектор Кориолиса
направлен по вертикали и при малых изменениях широты слабо меняется, приближение нестан
дартной βплоскости, когда произведен учет горизонтальной составляющей вектора Кориолиса и
при малых изменениях широты он меняется слабо.

3.3 Линейная теория волновых процессов в сжимаемом стратифицирован
ном вращающемся слое плазмы с линейным профилем энтропии

3.3.1 Сжимаемые магнитные инерционногравитационные и магнитострофические вол
ны в неупругом приближении на стандартной f плоскости

Получим дисперсионные уравнения для волн в сжимаемом стратифицированном вращаю
щемся слое плазмы с линейным профилем энтропии на f плоскости. Вектор Кориолиса f в стан
дартном приближении f плоскости полагается постоянным и направленным по вертикали: f =

(0,0,fV ). В таком случае слагаемое [f× u′] в уравнении (3.19) принимает вид fV u′xŷ− fV u
′
yx̂, где x̂

и ŷ единичные вектора вдоль осей x и y соответственно. Преобразуем линеаризованную систему
магнитогидродинамических уравнений в неупругом приближении (3.193.22) для вращающегося
слоя сжимаемой стратифицированной плазмы в приближении f плоскости с линейным профилем
энтропии (3.24) к следующему виду:

∂u′

∂t
− fV u

′
yx̂+ fV u

′
xŷ = −∇ω̄ − T ′g− [B0 × [∇× B′]], (3.27)

∂T ′

∂t
+ u′z(N

2
θ /g) = 0, (3.28)

∂B′

∂t
= [∇× [u′ × B0]], (3.29)

∇ · u′ − u′z(N
2/g) = 0, (3.30)

Представим пременные возмущения исходного состояния равновесия в виде

q′ = q1 exp [i(ωt− (kr))]. (3.31)

Тогда получим следующее дисперсионное соотношение для волн во вращающемся слое плазмы с
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линейным профилем энтропии на стандартной f плоскости:

ω4 −
[
2(B0 · k)2 +

f 2
V k

2
z

k2
− k2hN

2
θ

k2

]
ω2 − N2(B0 · k)

gk2
[fV kz(By0kx −Bx0ky)]ω+

+ (B0 · k)2
[
(B0 · k)2 −

k2h
k2
N2

θ

]
= 0, (3.32)

где k2h = k2x + k2y .
Проанализируем решение полученного дисперсионного уравнения в частных случаях. При

условии когда в состоянии покоя магнитное поле направлено вдоль вертикальной координаты z

(B0 = (0,0,Bz0)), дисперсионное уравнение (3.32) принимает вид:

ω4 −
[
2B2

z0
k2z +

f 2
V k

2
z

k2
− k2h
k2
N2

θ

]
ω2 +B2

z0
k2z

[
B2

z0
k2z −

k2h
k2
N2

θ

]
= 0, (3.33)

и его решение включает два типа волн: трехмерные сжимаемыемагнитные инерционногравитационные
волныи трехмерные сжимаемыемагнитострофические волны. Дисперсионное уравнение для трех
мерных сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных волн в неупругом приближении име
ет вид:

ωmigBz
= ±

B2
z0
k2z +

f 2
V k

2
z

2k2
− k2h

2k2
N2

θ +
2

k

√(
f 2
V k

2
z

2
− k2h

2
N2

θ

)2

+B2
z0
k4zf

2
V

1/2

. (3.34)

Выражение (3.34) имеет вид аналогичный дисперсионному соотношению для трехмерных маг
нитных инерционногравитационных волн в приближении Буссинеска (2.12). Однако принципи
альным отличием является присутствие в (3.34) частоты БрентаВяйсяля для сжимаемых течений
N2

θ , которая зависит как от исходного профиля плотности, так и от исходного профиля давления.
Таким образом для волн, описываемых дисперсионным соотношением (3.34) восстанавливающи
ми механизмами являются не только вращение, магнитное поле и гравитация, но и сжимаемость. В
частном случае отсутствия вертикального магнитного поля (Bz0 = 0) выражение (3.34) переходит
в дисперсионное соотношение для трехмерных инерционногравитационных волн в нейтральной
жидкости:

ωig3D = ±
(
f 2
V k

2
z

k2
− k2h
k2
N2

θ

)1/2

. (3.35)

Дисперсионное соотношение для трехмерных магнитострофических волн в неупругом при
ближении имеет вид:

ωmstrBz
= ±

B2
z0
k2z +

f 2
V k

2
z

2k2
− k2h

2k2
N2

θ − 2

k

√(
f 2
V k

2
z

2
− k2h

2
N2

θ

)2

+B2
z0
k4zf

2
V

1/2

. (3.36)

Также как и в случае трехмерных магнитных инерционногравитационных волн, трехмерные маг
нитострофические волны в неупругом приближении описываются дисперсионным уравнением,
аналогичным дисперсионному уравнению в приближении Буссинеска (2.14), с учетом эффектов
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Рис. 16: Дисперсионные кривые волн на стандартной f плоскости в неупругом приближении: a)
1 — сжимаемая магнитная инерционногравитационная волна ωmigBz

и 2 — сжимаемая магнито
строфическая волна ωmstrBz

; b) 1 — сжимаемая магнитогравитационная волна ωmgr и 2 — волна
Альфвена ωA.

сжимаемости в частоте БрентаВяйсяля N2
θ .

В случае двумерных возмущений, направленных только в горизонтальном направлении (kz =
0), дисперсионное уравнение (3.32) принимает вид:

ω4 −
[
2(B0 · k)2h −N2

θ

]
ω2 + (B0 · k)2h

[
(B0 · k)2h −N2

θ

]
= 0 (3.37)

и допускает решение в виде двух типов волн. Первый тип — волны Альфвена с дисперсионным
соотношением

ωA = ±(B0 · k)h. (3.38)

Второй тип — двумерные магнитогравитационные волны в неупругом прбилжении с дисперси
онным соотношением

ωmgr = ±
√

(B0 · k)2h −N2
θ . (3.39)

Выражение (3.39) в отсутствие магнитного поля описывает сжимаемые гравитационные волны в
нейтральной жидкости в неупругом приближении с частотой ωgr = ±

√
−N2

θ .
В противоположном случае одномерных вертикальных возмущений (k = kz) дисперсионное

уравнение (3.32) записывается в виде:

ω4 −
[
2B2

z0
k2z + f 2

V

]
ω2 +B4

z0
k4z = 0 (3.40)

и описывает два типа магнитных инерционной гравитационных волн, аналогичных волнам в при
ближении Буссинеска (2.16), (2.17).

Общий вид дисперсионных кривых сжимаемых волн на стандартной f плоскости при ω > 0,
k = kx представлен на 16

Таким образом в приближении f плоскости найдены сжимаемые магнитогравитационные,
сжимаемые магнитострофические и сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны,
в которых эффекты сжимаемости представлены слагаемым с частотой БрентаВяйсяля для сжи
маемых течений, включающей в себя зависимость как от исходного профиля плотности, так и от
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исходного профиля давления. Помимо новых типов волны, найдены волныАльфвена и магнитные
инерционные волны, аналогичные волнам в приближении Буссинеска.

3.3.2 Сжимаемые магнитные инерционногравитационные и магнитострофические вол
ны в неупругом приближении на нестандартной f плоскости

Получим дисперсионные уравнения для волн в сжимаемом стратифицированном вращаю
щемся слое плазмы с линейным профилем энтропии на нестандартной f плоскости. В приближе
нии нестандартной f плоскости полагаем небольшое отклонение вектора Кориолиса f от вертика
ли. Тогда вектор Кориолиса с учетом горизонтальной составляющей принимает вид f = (0,fH ,fV ),
где fV = 2Ω sin θ, а fH = 2Ω cos θ. В таком случае слагаемое [f× u′] в уравнении (3.19) принимает
вид (fHu′z − fV u

′
y)x̂+ fV u′xŷ− fHu

′
xẑ, где x̂, ŷ, ẑ— единичные вектора вдоль осей x, y и z соответ

ственно. Учет горизонтальной составляющей в нестандартном приближении f плоскости играет
ключевую роль в описании экваториальных течений, для которых вертикальная компонента век
тора Кориолиса на экваторе обращается в ноль [78]. Запишем линеаризованную систему магни
тогидродинамических уравнений в неупругом приближении для вращающегося слоя сжимаемой
стратифицированной плазмы в приближении нестандартной f плоскости с линейным профилем
энтропии (3.24) в следующем виде:

∂u′

∂t
+ (fHu

′
z − fV u

′
y)x̂+ fV u

′
xŷ− fHu

′
xẑ = −∇ω̄ − T ′g− [B0 × [∇× B′]], (3.41)

∂T ′

∂t
+ u′z(N

2
θ /g) = 0, (3.42)

∂B′

∂t
= [∇× [u′ × B0]] (3.43)

∇ · u′ − u′z(N
2/g) = 0, (3.44)

Рассматривая возмущение в виде (3.31), получим следующее дисперсионное соотношение
для волн во вращающемся слое плазмы с линейным профилем энтропии на нестандартной f 
плоскости:

ω4 − N2kxfH
gk2

ω3 −
[
2(B0 · k)2 +

(fHky + fV kz)
2

k2
− k2hN

2
θ

k2

]
ω2 +

N2(B0 · k)
gk2

·

·
[
fH(Bx0k

2
h +Bz0kzkx)− fV kz(By0kx −Bx0ky)

]
ω + (B0 · k)2

[
(B0 · k)2 −

k2h
k2
N2

θ

]
= 0. (3.45)

Проанализируем решение полученного дисперсионного уравнения в частных случаях. Рассмот
рим возмущение, направленное вдоль тороидальной компоненты магнитного поляBx0 . Тогда дис
персионное уравнение (3.45) принимает вид:

(
ω2 −B2

x0
k2x
)(

ω2 − N2fH
gkx

ω −B2
x0
k2x +N2

θ

)
= 0. (3.46)
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В неупругом приближении слагаемое с массовой силой в уравнении на zкомпоненту скорости
содержит потенциальную температуру, зависящую как от плотности, так и от давления. Уравне
ние непрерывности в неупругом приближении включает в себя исходный профиль плотности, в то
время как в приближении Буссинеска является условием бездивергентности поля скоростей. Та
ким образом в неупругом приближении дисперсионное уравнение волн (3.45) на нестандартной
f плоскости имеет значительное отличие в выражениях при первой и третьей степени частоты,
что в частном случае распространения волн вдоль тороидального магнитного поля приводит к
появлению новых типов сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн.

Соотношение (3.45) описывает три типа волн. Первый тип волн— одномерные волны Альф
вена с дисперсионным соотношением:

ωAx = ±Bx0kx. (3.47)

Второй тип линейных волн — сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны с дис
персионным соотношением в следующем виде:

ωmigx1
=
N2fH
2gkx

+

√
N4f 2

H

4g2k2x
+B2

x0
k2x −N2

θ . (3.48)

Выражение (3.48) значительно отличается от дисперсионного соотношения (3.34) для сжимаемых
магнитных инерционногравитационных волн, полученных в предыдущем разделе, а также и от
дисперсионного соотношения для магнитных инерционногравитационных волн в приближении
Буссинеска (2.22). Однако восстанавливающие механизмы для волн, описываемых выражениями
(3.48) и (3.34), одинаковы. Тем не менее выражение (3.48) описывает физические эффекты, сопро
вождающие сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны в неупругом приближе
нии с новым законом дисперсии, восстанавливающими механизмами которых являются враще
ние, гравитация, магнитное поле и сжимаемость. Отметим, что исходный профиль плотности свя
зан непосредственно с горизонтальной составляющей силы Кориолиса. Такая связь обсуловлена
учетом эффектов сжимаемости и горизонтальной компоненты вектора Кориолиса, а также распро
странением волн вдоль тороидального магнитного поля. В предположении отстутствия стратифи
кации плотности (N2 = 0) вклад силы инерции в дисперсионное соотношение (3.48) исчезает и
оно описывает одномерные сжимаемые магнитогравитационные волны в неупругом приближении
с частотой:

ωmgx1
=
√
B2

x0
k2x −N ′2

θ , (3.49)

где N ′2
θ = −g2ρ0

γp0
.

В частном случае отсутствия магнитного поля (Bx0 = 0) дисперсионное соотношение (3.48)
представимо в виде:

ωigx1
=
N2fH
2gkx

+

√
N4f 2

H

4g2k2x
−N2

θ (3.50)

и описывает одномерные сжимаемые инерционногравитационные волны в нейтральной жидко
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сти. Дисперсионное соотношение (3.50) в предположении отстутствия стратификации плотности
(N2 = 0) описывает сжимаемые гравитационные волны в неупругом приближении с частотой
ω =

√
−N ′2

θ .
Третий тип волн — сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны с дисперси

онным соотношением

ωmigx2
=
N2fH
2gkx

−

√
N4f 2

H

4g2k2x
+B2

x0
k2x −N2

θ , (3.51)

аналогичным полученному выше (3.48) с точностью до знака перед корнем. В предположении
отстутствия стратификации плотности (N2 = 0) данный тип волн переходит в сжимаемые магни
тогравитационные волны в неупругом приближении с частотой:

ωmgrx2
= −

√
B2

x0
k2x −N2

θ , (3.52)

В частном случае отсутствия магнитного поля (Bx0 = 0) выражение (3.51) описывает сжимаемые
инерционногравитационные волны в нейтральной жидкости с частотой:

ωigx2
=
N2fH
2gkx

−

√
N4f 2

H

4g2k2x
−N2

θ . (3.53)

В случае полного отсутствия стратификации (N2
θ = 0, N2 = 0) оба типа волн (3.48), (3.51) пере

ходят в одномерные волны Альфвена с частотой ωAx = ±Bx0kx.
Рассмотрим случай полоидального магнитного поля в состоянии покоя и одномерное возму

щение, направленное вдоль магнитного поля. Тогда дисперсионное уравнение (3.45) принимает
вид:

ω4 −
[
2B2

y0
k2y + f 2

H −N2
θ

]
ω2 +B2

y0
k2y
[
B2

y0
k2y −N2

θ

]
= 0 (3.54)

и описывает два типа волн: одномерные магнитные инерционногравитационные волны и одно
мерные магнитострофические волны. Дисперсионное соотношение для одномерных магнитных
инерционногравитационных волн в неупругом приближении имеет следующий вид:

ωmigy = ±

B2
y0
k2y +

f 2
H

2
− N2

θ

2
+

√(
f 2
H

2
−N2

θ

)2

+B2
y0
k2yf

2
H

1/2

. (3.55)

Такой тип волн, также как и в случае трерхмерных магнитных инерционногравитационных волн
на стандартной f плоскости (3.34), является сжимаемым одномерным аналогом одномерных маг
нитных инерционногравитационных волн в приближении Буссинеска (2.22). В частном случае
отсутствия магнитного поля (By0 = 0) выражение (3.55) переходит в дисперсионное соотношение
для одномерных инерционногравитационных волн в нейтральной жидкости:

ωigy = ±
√
f 2
H −N2

θ . (3.56)
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Рис. 17: Дисперсионные кривые волн на нестандартной f плоскости в неупругом приближении:
a) 1 — сжимаемая магнитная инерционногравитационная волна ωmigx1

и 2 — волна Альфвена
ωAx; b) 1 — сжимаемая магнитная инерционногравитационная волна ωmigy и 2 — сжимаемая
магнитострофическая волна ωmstry .

Дисперсионное соотношение для одномерных магнитострофических волн имеет вид:

ωmstry = ±

B2
y0
k2y +

f 2
H

2
− N2

θ

2
−

√(
f 2
H

2
−N2

θ

)2

+B2
y0
k2yf

2
H

1/2

, (3.57)

аналогичный дисперсионному соотношению для одномерных магнитострофических волн в при
ближении Буссинеска (2.23), с учетом эффектов сжимаемости, представленных частотой Брента
Вяйсяля N2

θ .
Общий вид дисперсионных кривых сжимаемых волн на нестандартной f плоскости пред

ставлен на 17a при ω > 0, k = kx и на 17b при ω > 0, k = ky.
Таким образом в приближении нестандартной f плоскости найдены новые сжимаемые маг

нитные инерционногравитационные волны с различными законами дисперсии и сжимаемые маг
нитострофические волны, в которых эффекты сжимаемости представлены слагаемыми с частотой
БрентаВяйсяля для сжимаемых течений, включающей в себя зависимость как от исходного про
филя плотности, так и от исходного профиля давления. Помимо новых типов волн, найдены волны
Альфвена, аналогичные волнам в приближении Буссинеска.

3.3.3 Волны в сжимаемых сферических течениях плазмы с линейным профилем энтропии
в неупругом приближении на стандартной βплоскости

Получим дисперсионные уравнения для волн в сжимаемом стратифицироанном вращаю
щемся слое плазмы с линейным профилем энтропии с учетом эффектов сферичности в прибли
жении βплоскости. В таком приближении параметр Кориолиса f слабо меняется при малых из
менениях широты и раскладывается в ряд:

f = 2Ω sinΘ ≈ 2Ω sinΘ0 + 2Ω(Θ−Θ0) cosΘ0 ≈ f0 + βy, (3.58)
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гдеΩ  угловая скорость вращения,Θ  широта, f0 = 2Ω sinΘ0 (f0 ≡ fV ), β = ∂f/∂y. Приближение
βплоскости, в отличие от приближения f плоскости, сохраняет первый порядок малости в раз
ложении параметра Кориолиса. Запишем линеаризованную систему магнитогидродинамических
уравнений в неупругом приближении для вращающегося слоя сжимаемой стратифицированной
плазмы в приближении βплоскости с линейным профилем энтропии (3.24) в следующем виде:

∂2u′x
∂y∂t

− fV
∂u′y
∂y

− βu′y = − ∂2ω̄

∂y∂x
− ∂

∂y

(
By0

(
∂B′

y

∂x
− ∂B′

x

∂y

)
+Bz0

(
∂B′

z

∂x
− ∂B′

x

∂z

))
, (3.59)

∂u′y
∂t

+ fV u
′
x = −∂ω̄

∂y
−B0z

(
∂B′

z

∂y
−
∂B′

y

∂z

)
+B0x

(
∂B′

y

∂x
− ∂B′

x

∂y

)
, (3.60)

∂u′z
∂t

= −∂ω̄
∂z

+ T ′g −B0x

(
∂B′

x

∂z
− ∂B′

z

∂x

)
+B0y

(
∂B′

z

∂y
−
∂B′

y

∂z

)
, (3.61)

∂T ′

∂t
+ u′z(N

2
θ /g) = 0, (3.62)

∂B′

∂t
= [∇× [u′ × B0]], (3.63)

∇ · u′ − u′z(N
2/g) = 0. (3.64)

Рассматривая возмущение основного состояния в виде (3.31), получим следующее диспер
сионное соотношение для волн во вращающемся слое плазмы с линейным профилем энтропии на
стандартной βплоскости:

k2ω4 + βkxω
3 − ω2

[
f 2
V k

2
z +

βN2fV kz
gky

+ 2k2(B0 · k)2 − k2hN
2
θ

]
− ω

[
kxβ

(
(B0 · k)2−

−N2
θ

)
+
N2fV kz

g
(B0 · k) (By0kx −Bx0ky)

]
+ (B0 · k)2

[
k2(B0 · k)2 − k2hN

2
θ

]
(3.65)

Проанализируем решение полученного дисперсионного уравнения в частных случаях. Рас
смотрим двумерные возмущения, направленные только в горизонтальном направлении (kz = 0).
Тогда дисперсионное уравнение (3.65) принимает вид:

(
ω2 − (B0 · k)2h +N2

θ

)(
ω2 + ω

βkx
k2h

− (B0 · k)2h
)

= 0. (3.66)

Выражение (3.66) описывает три типа волн. Первый тип— сжимаемые магнитогравитацион
ные волны в неупругом приближении, аналогичные волнам на f плоскости (3.39). Второй тип —
волны магнитоРоссби, которые в отсутствие магнитного поля переходят в стандартные гидроди
намические волны Россби. Эти волны аналогичны волнам магнитоРоссби (2.46) в приближении
Буссинеска. Третий тип — волны магнитоРоссби, не имеющие аналога в динамике нейтральной
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жидкости. Эти волны аналогичны волнам магнитоРоссби (2.48) в приближении Буссинеска.
В случае одномерных возмущений, направленных только вдоль полоидальной составляющей

магнитного поля, дисперсионное уравнение (3.65) принимает вид:

ω4 − ω2(2B2
y0
k2y −N2

θ ) +B2
y0
k2y(B

2
y0
k2y −N2

θ ) = 0. (3.67)

Выражение (3.67) описывает два типа волн: одномерные волны Альфвена с дисперсионным соот
ношением

ωAy = ±By0ky (3.68)

и одномерные сжимаемые магнитогравитационные волны в неупругом приближении с дисперси
онным соотношением

ωmgry = ±
√
B2

y0
k2y −N2

θ . (3.69)

В низкочастотном пределе уравнение (3.65) описывает сжимаемую трехмерную волнумагнито
Россби в неупругом приближении с дисперсионным соотношением в следующем виде:

ωMR3D
=

(B0 · k)2 [k2(B0 · k)2 − k2hN
2
θ ][

kxβ ((B0 · k)2 −N2
θ ) +

N2fV kz
g

(B0 · k) (By0kx −Bx0ky)
] . (3.70)

Выражение (3.70) учитывает эффекты сжимаемости в низкочастотных трехмерных волнах Росс
би, в следствие зависимости частоты БрентаВяйсяля для сжимаемых течений N2

θ не только от
исходного профиля плотности, но и от исходного профиля давления. Дисперсионное соотноше
ние (3.70) имеет вид, аналогичный дисперсионному соотношению для трехмерных низкочастот
ных волн магнитоРоссби в приближении Буссинеска (2.50). Однако в результате учета эффек
тов сжимаемости в неупругом приближении выражение (3.70) имеет дополнительное слагаемое в
знаменателе, связанное со стратификацией плотности, которое исчезает, если в состоянии покоя
магнитное поле направлено вдоль вертикали.

Общий вид дисперсионных кривых сжимаемых волн на стандартной βплоскости представ
лен на 18a при ω > 0, k = ky для сжимаемой магнитогравитационной волны и волны Альф
вена, на 18bd для сжимаемой низкочастотной волны магнитоРоссби при k = (kx,1,1)(b),k =

(1,ky,1)(c),k = (1,1,kz)(d).
Таким образом в приближении стандартной βплоскости найдены сжимаемые магнитогра

витационные волны и сжимаемые трехмерные низкочастотные волны магнитоРоссби, в которых
эффекты сжимаемости представлены слагаемыми с частотой БрентаВяйсяля для сжимаемых те
чений, включающей в себя зависимость как от исходного профиля плотности, так и от исходного
профиля давления. Помимо новых типов волн, найдены волныАльфвена, и волнымагнитоРоссби
аналогичные волнам в приближении Буссинеска.
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2

1

a) b)

d)c)

Рис. 18: Дисперсионные кривые волн на стандартной βплоскости в неупругом приближении: a) 1
— сжимаемая магнитогравитационная волна ωmgry и 2— волна Альфвена ωAy ; b),c),d) сжимаемая
низкочастотная волна магнитоРоссби ωMR3D

.

3.3.4 Волны в сжимаемых сферических течениях плазмы с линейным профилем энтропии
в неупругом приближении на нестандартной βплоскости

Получим дисперсионные уравнения для волн в сжимаемом стратифицированной вращаю
щемся слое плазмы с линейным профилем энтропии с учетом эффектов сферичности на нестан
дартной βплоскости. В нестандартном приближении βплоскости предполагаем отклонение век
тора Кориолиса f от вертикали, а также его незначительное изменение при малых изменениях
широты. Таким образом горизонтальная и вертикальная компоненты вектора Кориолиса раскла
дываются в ряд и параметр Кориолиса выглядит следующим образом:

f = (0, fH + γy, fV + βy), (3.71)

где fV = 2Ω sinΘ, β = 2Ω cosΘ
R

, fH = 2Ω cosΘ, γ = −2Ω sinΘ
R

.
Запишем линеаризованную системумагнитогидродинамических уравнений в неупругом при

ближении для вращающегося слоя сжимаемой стратифицированной плазмы в приближении нестан
дартной βплоскости с линейным профилем энтропии (3.24) в следующем виде:

∂2u′x
∂y∂t

−fV
∂u′y
∂y

−βu′y+fH
∂u′z
∂y

+γu′z = − ∂2ω̄

∂y∂x
− ∂

∂y

(
By0

(
∂B′

y

∂x
− ∂B′

x

∂y

)
+Bz0

(
∂B′

z

∂x
− ∂B′

x

∂z

))
,

(3.72)
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∂u′y
∂t

+ fV u
′
x = −∂ω̄

∂y
−B0z

(
∂B′

z

∂y
−
∂B′

y

∂z

)
+B0x

(
∂B′

y

∂x
− ∂B′

x

∂y

)
, (3.73)

∂u′z
∂t

− fHu
′
x = −∂ω̄

∂z
+ T ′g −B0x

(
∂B′

x

∂z
− ∂B′

z

∂x

)
+B0y

(
∂B′

z

∂y
−
∂B′

y

∂z

)
, (3.74)

∂T ′

∂t
+ u′z(N

2
θ /g) = 0, (3.75)

∂B′

∂t
= [∇× [u′ × B0]], (3.76)

∇ · u′ − u′z(N
2/g) = 0, (3.77)

Рассматривая возмущение в виде (3.31), получим следующее дисперсионное соотношение
для волн во вращающемся слое плазмы с линейным профилем энтропии на нестандартной β
плоскости:

k2ω4 − kxω
3

[
N2fH
g

+ γ
kz
ky

− β

]
− ω2

[
(fHky + fV kz)

2 +
βN2

g

(
fH + fV

kz
ky

)
+

+2k2(B0 · k)2 − k2hN
2
θ

]
+ ω

{
kx(B0 · k)2

(
γ
kz
ky

− β

)
+ βkxN

2
θ +

N2

g
(B0 · k)·

·
[
fH(Bx0k

2
h +Bz0kxkz) + fV kz(Bx0ky −By0kx)

]}
+ (B0 · k)2

[
k2(B0 · k)2 − k2hN

2
θ

]
(3.78)

Проанализируем решение полученного дисперсионного уравнения в частных случаях. Рассмот
рим исходное состояние равновесия с тороидальным магнитным полем. Для двумерных возмуще
ний, направленных только в горизонтальном направлении (kz = 0), таких что ky ≪ kx и слагаемые
k2y/k

2
h ≪ 1, k2x/k2h ∼ 1, дисперсионное уравнение (3.78) принимает вид:(

ω2 +
βkx
k2h

ω −B2
x0
k2x

)(
ω2 − N2fHkx

k2hg
ω −B2

x0
k2x +N2

θ

)
= 0 (3.79)

и допускает решение в виде четырех типов волн. Первый и второй тип – волны магнито
Россби, аналогичные волнам магнитоРоссби на стандартной βплоскости (и соответственно вол
нам магнитоРоссби в приближении Буссинеска (2.46, 2.48)), с учетом однокомпонентности маг
нитного поля (B = (Bx0 ,0,0)). Третий тип— сжимаемые магнитные инерционногравитационные
волны с дисперсионным соотношением в следующем виде:

ωmig′1
=
N2fHkx
2k2hg

+

√
N4f 2

Hk
2
x

4k4hg
2

+B2
x0
k2x −N2

θ . (3.80)

Дисперсионное соотношение (3.80) аналогично полученному при изучении волн на нестандарт
ной f плоскости (3.48).

Четвертый тип— сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны с дисперсион
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ным соотношением в следующем виде:

ωmig′2
=
N2fHkx
2k2hg

−

√
N4f 2

Hk
2
x

4k4hg
2

+B2
x0
k2x −N2

θ . (3.81)

Дисперсионное соотношение (3.81) аналогично полученному при изучении волн на нестандарт
ной f плоскости (3.51).

Рассмотрим случай, когда в состоянии покоя магнитное поле полоидально. Для одномерных
возмущений, направленных вдоль магнитного поля, дисперсионное уравнение (3.78) записывает
ся в виде:

ω4 − ω2

[
f 2
H +

βN2fH
gk2y

+ 2B2
y0
k2y −N2

θ

]
+B2

y0
k2y
[
B2

y0
k2y −N2

θ

]
= 0. (3.82)

В неупругом приближении слагаемое с массовой силой в уравнении на zкомпоненту скорости со
держит потенциальную температуру, зависящую как от плотности, так и от давления. Уравнение
непрерывности в неупругом приближении включает в себя исходный профиль плотности, в то вре
мя как в приближении Буссинеска является условием бездивергентности поля скоростей. Таким
образом в неупругом приближении дисперсионное уравнение волн на нестандартной βплоскости
(3.78) имеет значительное отличие в выражениях при первой, второй и третьей степени частоты,
что в частном случае распространения волн вдоль полоидального магнитного поля (3.82) приво
дит к появлению новых типов сжимаемых магнитных инерционногравитационных и сжимаемых
магнитострофических волн.

Дисперсионное соотношение для сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн
имеет следующий вид:

ωmigβ =

[
f 2
H

2
+
βN2fH
2gk2y

− N2
θ

2
+B2

y0
k2y +

[(
f 2
H

2
+
βN2fH
2gk2y

− N2
θ

2

)2

+

+f 2
HB

2
y0
k2y +

fHβN
2B2

y0

g

] 1
2

] 1
2

. (3.83)

Выражение (3.83) имеет вид аналогичный дисперсионному соотношению для сжимаемых маг
нитных инерционногравитационных волн, полученных в предыдущих разделах. Однако диспер
сионное соотношение (3.83) имеет дополнительные слагаемые, включающие в себя параметр β,
характерный для волн магнитоРоссби, которые непосредственно связаны с градиентом профи
ля плотности и горизонтальной составляющей силы Кориолиса. Такая связь обсуловлена учетом
эффектов сжимаемости и горизонтальной компоненты вектора Кориолиса, а также распростра
нением волн вдоль полоидального магнитного поля. В предположении отстутствия стратифика
ции плотности (N2 = 0) дисперсионное соотношение (3.83) описывает одномерные магнитные
инерционногравитационные волны, аналогичные волнам на нестандартной f плоскости (3.55).
В частном случае отсутствия магнитного поля (By0 = 0) дисперсионное соотношение (3.83) опи
сывает новый тип сжимаемых инерционногравитационных волны в нейтральной жидкости с ча
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стотой

ω =

√
f 2
H +

βN2fH
gk2y

−N2
θ . (3.84)

Выражение (3.84) в предположении отстутствия стратификации плотности (N2 = 0) переходит
в выражение (3.56), которое также описывает инерционногравитационные волны в нейтральной
жидкости.

Дисперсионное соотношение для сжимаемых магнитострофических волн, являющееся ре
шением дисперсионного уравнения (3.82) имеет следующий вид:

ωmstrβ =

[
f 2
H

2
+
βN2fH
2gk2y

− N2
θ

2
+B2

y0
k2y −

[(
f 2
H

2
+
βN2fH
2gk2y

− N2
θ

2

)2

+

+f 2
HB

2
y0
k2y +

fHβN
2B2

y0

g

] 1
2

] 1
2

, (3.85)

Волны, описываемые дисперсионным соотношением (3.85) не имеют аналога в динамике ней
тральной жидкости. Выражение (3.85) имеет вид аналогичный дисперсионному соотношению для
сжимаемых магнитострофических волн, полученных в предыдущих разделах. Однако дисперси
онное соотношение (3.85) включает в себя параметр β, характерный для волн магнитоРоссби,
который как и в случае со сжимаемыми магнитными инерционногравитационными волнами с
частотой (3.83), неразрывно связан с градиентом профиля плотности и горизонтальной составля
ющей силы Кориолиса. В предположении отстутствия стратификации плотности (N2 = 0) дис
персионное соотношение (3.85) описывает одномерные сжимаемые магнитострофические волны,
аналогичные волнам на нестандартной f плоскости (3.57). В случае полного отсутствия страти
фикации (N2

θ = 0, N2 = 0) оба типа волн (3.83), (3.85) переходят в одномерные волны Альфвена
с частотой ωAy = ±By0ky.

В низкочастотном пределе дисперсионное уравнение (3.78) допускает решение в виде сжи
маемой трехмерной волны магнитоРоссби в неупругом приближении с частотой:

ωMR′
3D

=
{
(B0 · k)2

[
k2(B0 · k)2 − k2hN

2
θ

]}{
kx(B0 · k)2

(
β − γ

kz
ky

)
− βkxN

2
θ−

−N
2

g
(B0 · k)

[
fH(Bx0k

2
h +Bz0kxkz) + fV kz(Bx0ky −By0kx)

]}−1

(3.86)

Выражение (3.86) учитывает эффекты сжимаемости в низкочастотных трехмерных волнах Росс
би, в следствие зависимости частоты БрентаВяйсяля для сжимаемых теченийN2

θ не только от ис
ходного профиля плотности, но и от исходного профиля давления. Дисперсионное соотношение
(3.86) имеет вид, аналогичный дисперсионному соотношению для трехмерных низкочастотных
волн магнитоРоссби в приближении Буссинеска на нестандартной βплоскости (2.67). Кроме то
го в результате учета эффектов сжимаемости в неупругом приближении выражение (3.86) имеет
дополнительное слагаемое в знаменателе, связанное со стратификацией плотности, которое, од
нако, не исчезает при отсутствии горизонтальных компонент магнитного поля, как в случае стан
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дартного приближения βплоскости.
Общий вид дисперсионных кривых сжимаемых волн на нестандартной βплоскости пред

ставлен на 19a при ω > 0, k = kx, на 19b при ω > 0, k = ky, на 19c при ω > 0 k = (kx,1,1), на 19d
при ω > 0 k = (1,ky,1), на 19e при ω > 0 k = (1,1,kz).

Таким образом в приближении нестандартной βплоскости найдены сжимаемые магнитные
инерционногравитационные и магнитострофические волны с различными законами дисперсиии
и сжимаемые трехмерные низкочастотные волны магнитоРоссби, в которых эффекты сжимаемо
сти представлены слагаемыми с частотой БрентаВяйсяля для сжимаемых течений, включающей
в себя зависимость как от исходного профиля плотности, так и от исходного профиля давления.
Помимо новых типов волн, найдены волны магнитоРоссби, аналогичные волнам в приближении
Буссинеска.

3.4 Резонансные явления волн в сжимаемых вращающихся течениях плаз
мы с линейным профилем энтропии в неупругом приближении

3.4.1 Условия синхронизма

Исследуем слабонелинейные взаимодействия волн в неупругом приближении для каждого
случая представления силы Кориолиса. Для того, чтобы оценить возможность межволновых вза
имодействий для найденных волн, проанализируем найденные дисперсионные соотношения. Что
бы определить, существуют ли такие три волны, удовлетворяющие условию синхронизма (1.125),
необходимо изобразить две дисперсионные кривые, смещенные друг относительно друга, для
каждого случая. Если при смещении относительно начала координат одной из дисперсионных
кривых она пересечет другую в некоторой точке, то это будет означать выполнение условия син
хронизма [126].

Исследуем трехволновые взаимодействия волн на f плоскости. Изобразим на 20a диспер
сионную кривую для волны Альфвена ωA (3.38) и дисперсионную кривую для сжимаемой маг
нитогравитационной волны в неупругом приближении ωmgr (3.39), смещенную относительно на
чала координат. Пересечение двух дисперсионных кривых в некоторой точке (ω(k3),k3) означает
выполнение условия синхронизма (1.125). На 20a изображено пересечение двух дисперсионных
кривых, определяющее трехволновое взаимодействие волны Альфвена и двух сжимаемых маг
нитогравитационных волн в неупругом приближении. Поскольку магнитные инерционные волны
идентичны волнам на f плоскости в приближении Буссинеска (2.16), (2.17), для них будут су
ществовать идентичные трехволновые взаимодействия, а именно: взаимодействие двух магнит
ных инерционных волн с частотой (2.16) и магнитной инерционной волны (2.17) (рис.4); взаи
модействие трех магнитных инерционных волн (2.17). Для сжимаемых трехмерных магнитных
инерционногравитационных (3.34) и магнитострофических (3.36) при k = (kx,0,1) найдены сле
дующие трехволновые взаимодействия: возникновение сжимаемой магнитострофической волны
при взаимодействии сжимаемоймагнитной инерционногравитационной волны и сжимаемоймаг
нитострофической волн 20b; возникновение сжимаемой магнитострофической волны при взаи
модействии двух сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн 20c; возникновение
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Рис. 19: Дисперсионные кривые волн на нестандартной βплоскости в неупругом приближении:
a) 1 — волна магнитоРоссби ωMR1 , 2 — волна Альфвена ωAy ; b) 1 — сжимаемая магнитная
инерционногравитационная волна ωmigβ , 2 — сжимаемая магнитострофическая волна ωmstrβ ; с)
сжимаемая низкочастотная волна магнитоРоссби ωMR′

3D
при k = (kx,1,1); d) сжимаемая низко

частотная волна магнитоРоссби ωMR′
3D

при k = (1,ky,1); e) сжимаемая низкочастотная волна
магнитоРоссби ωMR′

3D
при k = (1,1,kz).
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сжимаемой магнитострофической волны при взаимодействии сжимаемой магнитострофической
волны и cжимаемой магнитной инерционногравитационной волны20d; возникновение сжимае
мой магнитной инерционногравитационной волны при взаимодействии двух сжимаемых магни
тострофических волн 20e; возникновение сжимаемой магнитострофической волны при взаимо
действии двух сжимаемых магнитострофических волн 20f.

Для волн на нестандартной f плоскости изображено пересечение дисперсионных кривых,
соответствующее выполнению условия синхронизма (21a), которое определяет возникновение
сжимаемоймагнитной инерционногравитационной волны (3.48) при взаимодействии волныАльф
вена (3.47) и сжимаемой магнитнойинерционногравитационной волны (3.48). На 21b изображе
но пересечение дисперсионных кривых, обеспечивающее выполнение условия синхронизма для
трех сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн (3.48). Для волн (3.55), (3.57) име
ющих дисперсионные кривые аналогичные волнам на стандартной f плоскости (3.34), (3.36) име
ют место и найденные трехволновые взаимодействия, а именно: возникновение сжимаемой маг
нитострофической волныпри взаимодействии сжимаемоймагнитной инерционногравитационной
волны и сжимаемой магнитострофической волн; возникновение сжимаемой магнитострофиче
ской волны при взаимодействии двух сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн;
возникновение сжимаемой магнитострофической волны при взаимодействии сжимаемой магни
тострофической волны и cжимаемой магнитной инерционногравитационной волны; возникно
вение сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны при взаимодействии двух сжи
маемых магнитострофических волн; возникновение сжимаемой магнитострофической волны при
взаимодействии двух сжимаемых магнитострофических волн.

Перейдем теперь к проверке выполнения условия синхронизма (1.125) для волн на стандарт
ной и нестандартной βплоскостях. Для найденных волн на βплоскости (3.68), (3.69) картина пе
ресечения дисперсионных кривых аналогична пересечению волн на f плоскости. Условие синхро
низма обеспечивает взаимодействие волны Альфвена (3.68) и двух сжимаемых магнитогравита
ционных волн (3.69). Для волн на βплоскости, аналогичных волнам полученным в приближении
Буссинеска соответственно существуют следующие трехволновые взаимодействия: возникнове
ние волны магнитоРоссби (2.46) при взаимодействии двух волн магнитоРоссби (2.46); возник
новение сжимаемой магнитогравитационной волны (3.39) при взаимодействии магнитоРоссби
(2.46) и сжимаемой магнитогравитационной (3.39) волн; возникновение волны магнитоРоссби
(2.46) при взаимодействии сжимаемой магнитогравитационной (3.39) и магнитоРоссби (2.46)
волн. Для сжимаемых низкочастотных волн магнитоРоссби (3.70) выполняется условие синхро
низма, обеспечивающее взаимодействие трех сжимаемых магнитоРоссби волн при k = (kx, 1, 1)

(22a), при k = (1, ky, 1) (22b) и при k = (1, 1, kz) (22c).
Перейдем к анализу дисперсионных кривых на нестандартной βплоскости. На 23a изобра

жено пересечение дисперсионных кривых, обеспечивающее условие синхронизма, которое опре
деляет возникновение сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны при взаимодей
ствии сжимаемой магнитной инерционногравитационной (3.80) и магнитоРоссби (2.46) волн,
на 23b — возникновение сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны (3.80) при
взаимодействии двух сжимаемых волн магнитоРоссби (2.46), на 23c — возникновение волны
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Рис. 20: Условие синхронизма для трех волн на стандартной f плоскости: a) две магнитограви
тационные волны и волна Альфвена: 1 — ω = ωmgr(kx), 2 — ω = ωA(kx − kxc) + ωmgr(kxc);
b) две магнитострофические волны и магнитная инерционногравитационная волна: 1—ω =
ωmstrBz

(kx), 2—ω = ωmigBz
(kx−kxc)+ωmstrBz

(kxc); c) магнитострофическая волна и две магнитные
инерционногравитационные волны: 1—ω = ωmstrBz

(kx), 2—ω = ωmigBz
(kx − kxc) + ωmigBz

(kxc)
; d) две магнитострофические волны и магнитная инерционногравитационная волна: 1—ω =
ωmstrBz

(kx), 2—ω = ωmstrBz
(kx−kxc)+ωmigBz

(kxc); e) магнитная инерционногравитационная вол
на и две магнитострофические волны: 1—ω = ωmigBz

(kx), 2—ω = ωmstrBz
(kx−kxc)+ωmstrBz

(kxc);
f) три магнитострофические волны: 1—ω = ωmstrBz

(kx), 2—ω = ωmstrBz
(kx − kxc) + ωmstrBz

(kxc).
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Рис. 21: Условие синхронизма для трех волн на нестандартной f плоскости: a) две магнитные
инерционногравитационные волны и волна Альфвена: 1 – ω = ωmigx1

(kx), 2 – ω = ωAx(kx −
kxc) + ωmigx1

(kxc); b) три магнитные инерционногравитационные волны: 1 – ω = ωmigx1
(kx), 2 –

ω = ωmigx1
(kx − kxc) + ωmigx1

(kxc).
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Рис. 22: Условие синхронизма для трех сжимаемых низкочастотных волн магнитоРоссби на стан
дартной βплоскости: 1 – ω = ωMR3D

(k), 2 – ω = ωMR3D
(k − kc) + ω = ωMR3D

(kc) a) при
k = (kx,1,1); b) при k = (1, ky, 1); c) при k = (1, 1, kz).
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Рис. 23: Условие синхронизма для трех волн на нестандартной βплоскости: a) две сжимаемые
магнитные инерционногравитационные волныи волнамагнитоРоссби: 1 –ω = ωmig′1

(kx), 2 –ω =
ωmig′1

(kx − kxc) + ωMR1(kxc); b) две волны магнитоРоссби и сжимаемая магнитная инерционно
гравитационная волна: 1 – ω = ωmig′1

(kx), 2 – ω = ωMR1(kx − kxc) + ωMR1(kxc); c) две сжимаемые
магнитные инерционногравитационные волны и волна магнитоРоссби: 1 – ω = ωMR1(kx), 2 –
ω = ωmig′1

(kx−kxc)+ωmig′1
(kxc); d) две волнымагнитоРоссби и сжимаемая магнитная инерционно

гравитационная волна: 1 – ω = ωMR1(kx), 2 – ω = ωmig′1
(kx − kxc) + ωMR1(kxc).

магнитоРоссби (2.46) при взаимодействии двух сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных
волн (3.80), на 23d — возникновение волны магнитноРоссби (2.46) при взаимодействии сжимае
мой магнитной инерционногравитационной (3.80) и магнитоРоссби волны (2.46).

На 24a изображено пересечение дисперсионных кривых, обеспечивающее условие синхро
низма, которое определяет возникновение сжимаемой магнитной инерционногравитационной
волны (3.83) при взаимодействии сжимаемоймагнитной инерционногравитационной волны (3.83)
и сжимаемой магнитострофической волны (3.85). Для сжимаемых низкочастотных волн магнито
Россби (3.86) выполняется условие синхронизма, обеспечивающее взаимодействие трех сжимае
мых магнитоРоссби волн при k = (kx, 1, 1) (24b), при k = (1, ky, 1) (24c) и при k = (1, 1, kz) (24d).

3.4.2 Коэффициенты взаимодействия в амплитудных уравнениях

Для анализа слабонелинейных взаимодействий используем, как и в описанных выше прибли
жениях, асимптотический метод многомасштабных разложений для системы трехмерных магни
тогидродинамических уравнений сжимаемой вращающейся стратифицированной плазмы в неупру
гом приближении (3.113.15). Как было сказано ранее, данный метод широко ипользуется для ис



104

b)

2

1

c)
1

1

2

2

d)

21

2

1

b)a)

1

2

Рис. 24: Условие синхронизма для трех волн на нестандартной βплоскости: a) две сжимаемые
магнитные инерционногравитационные волны и сжимаемая магнитострофическая волна: 1 – ω =
ωmigβ(ky), 2 – ω = ωmigβ(ky − kyc) + ωmstrβ(kyc); b)–d) три сжимаемые низкочастотные волны
магнитоРоссби: 1 – ω = ωMR3D

(k), 2 – ω = ωMR3D
(k− kc) + ω = ωMR3D

(kc) при k = (kx,1,1) (b);
при k = (1, ky, 1) (c); при k = (1, 1, kz) (d).
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следования слабонелинейных взаимодействий, система амплитудных уравнений имеет общий вид
(1.142,1.146,1.150):

s1ϕ = f1ψ∗χ,

s2ψ = f2ϕ∗χ,

s3χ = f3ϕψ,

а существенные отличия между полученными амплитудными уравнениями для взаимодействую
щих волн содержатся в дифференциальных операторах и коэффициентах, зависящих от началь
ных условий и характеристик взаимодействующих волн. Приведем их ниже для каждого прибли
жения силы Кориолиса.

Запишем полученные выражения для дифференциальных операторов sif и коэффициентов
взаимодействия fif волн в магнитной гидродинамике стратифицированной вращающейся плаз
мы в неупругом приближении на f плоскости. Коэффициент tif при производной по медленному
времени T1 в приближении стандартной f плоскости имеет следующий вид:

tif =
3∑

j=1

zjaj + z4a8 +
7∑

j=5

zjaj−1. (3.87)

Выражение (3.87) совпадает с выражением, аналогичным полученному в приближении Бусси
неска (2.70) с отличием в слагаемых, содержащих эффекты сжимаемости, а именно в собственном
векторе z и компоненте a8.

Коэффициент pif при производной по медленной координатеX1 в приближении стандартной
f плоскости имеет вид:

pif = z1 (a7 +By0a5 +Bz0a6)−Bx0 (z2a5 + z3a6+

+z6a2 + z7a3) + a1 (By0z6 +Bz0z7) + z8a1. (3.88)

Коэффициент qif при производной по медленной координате Y1 в (??) в приближении стандартной
f плоскости имеет вид:

qif = z2 (a7 +Bz0a6 +Bx0a4)−By0 (z1a4 + z3a6+

+z5a1 + z7a3) + a2 (Bx0z5 +Bz0z7) + z8a2. (3.89)

Коэффициент wif при производной по медленной координате Z1 в приближении стандартной f 
плоскости имеет вид:

wif = z3 (a7 +Bx0a4 +By0a5)−Bz0 (z1a4 + z2a5+

+z5a1 + z6a2) + a3 (Bx0z5 +By0z6) + z8a3. (3.90)

Здесь и далее (3.873.90) a = a(ki))—собственный волновой вектор, в котором a1 ≡ vx1 , a2 ≡ vy1 ,
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a3 ≡ vz1 , a4 ≡ Bx1 , a5 ≡ By1 , a6 ≡ Bz1 , a7 ≡ ω̄1, a8 ≡ θ1.
Коэффициенты fif , зависящие от начальных условий и характеристик взаимодействующих

волн на f плоскости, запишем в виде суммы:

fif =
8∑

s=1

zsκsif , (3.91)

гдеκ8if = 0. Для слагаемыхκsif в сумме (3.91) в случае волн на f плоскости получаем следующие
выражения:

κ1if = iγ[kym(a2kla
∗
1km

− a5kla
∗
4km

) + kzm(a3kla
∗
1km

−

− a6kla
∗
4km

)]− i[kxi
(a21lm + a25lm + a26lm)+ (3.92)

+kyl(a
∗
2km

a1kl − a∗5kma4kl ) + kzl(a
∗
3km

a1kl − a∗6kma4kl )],

κ2if = iγ[kxm(a1kla
∗
2km

− a4kla
∗
5km

) + kzm(a3kla
∗
2km

−

− a6kla
∗
5km

)]− i[kyi(a
2
2lm

+ a24lm + a26lm)+ (3.93)

+kxl
(a∗1kma2kl − a∗4kma5kl ) + kzl(a

∗
3km

a2kl − a∗6kma5kl )],

κ3if = iγ[kxm(a1kla
∗
3km

− a4kla
∗
6km

) + kym(a2kla
∗
3km

−

− a5kla
∗
6km

)]− i[kzi(a
2
3lm

+ a24lm + a25lm)+ (3.94)

+kxl
(a∗1kma3kl − a∗kma6kl ) + kyl(a

∗
2km

a3kl − a∗5kma6kl )],

κ4if = iγ[a1klkxm + a2klkym + a3klkzm ]a
∗
8km

−

− i[a∗1kmkxl
+ a∗2kmkyl + a∗3kmkzl ]a8kl , (3.95)

κ5if = ikyi(â15 − â24) + ikzi(â16 − â34), (3.96)

κ6if = ikxi
(â24 − â15) + ikzi(â26 − â35), (3.97)

κ7if = ikxi
(â34 − â16) + ikyi(â35 − â26). (3.98)

В выражениях (3.923.98) использованы следующие обозначения:

a2nlm
= ankl

a∗nkm
, ân1n2 = an1kl

a∗n2km
+ a∗n1km

an2kl
.

Выражения (3.923.95) аналогичныполученным в приближении Буссинеска (2.752.81) с отличием
в собственном векторе z и компоненте a8.

Полученные выражения для коэффициентов дифференциальных операторов s′if и коэффи
циентов взаимоействия f′if волн в приближении нестандартной f плоскости имеют такой же вид,
как и операторы sif (3.873.90) и коэффициенты fif (3.923.98) на стандартной f плоскости и от
личаются только собственным вектором z линейного оператора системы (3.413.44).

Таким образом получены дифференциальные операторы и коэффициенты трехволновых вза
имодействий для сжимаемых волн в приближении стандартной и нестандартной f плоскостей.
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Эффекты сжимаемости представлены в полученных выражениях слагаемым с потенциальной тем
пературой a8, а также собственным вектором z системы магнитогидродинамических уравнений
вращающейся сжимаемой астрофизической плазмы в неупругом приближении.

Запишем теперь полученные выражения для дифференциальных операторов siβ и коэффи
циентов взаимодействия fiβ волн в магнитной гидродинамике стратифицированной вращающейся
плазмы в неупругом приближении на βплоскости. Коэффициент tiβ при производной по медлен
ному времени T1 в приближении стандартной βплоскости имеет вид:

tiβ = −ikyiz1a1 +
3∑

j=2

zjaj + z4a8 +
7∑

j=5

zjaj−1, (3.99)

аналогичный полученному в приближении Буссинеска (2.82) с отличием в собственном векторе z
и компоненте a8.

Коэффициент piβ при производной по медленной координатеX1 в приближении стандартной
βплоскости имеет вид:

piβ = −iz1kyi (a7 +By0a5 +Bz0a6)−Bx0 (z2a5+

+z3a6 + z6a2 + z7a3) + a1 (By0z6 +Bz0z7) + z8a1. (3.100)

Коэффициент qiβ при производной по медленной координате Y1 в приближении стандартной β
плоскости имеет вид:

qiβ = iz1 [ωa1 + ifva2 − kxi
a7 −By0(kxi

a5 + 2kyia4)+

+Bz0(kzia4 − kxi
a6)] + z2 (a7 +Bz0a6 +Bx0a4)−

−By0(z3a6 + z5a1 + z7a3) + a2 (Bx0z5 +Bz0z7) + z8a2. (3.101)

Коэффициент wiβ при производной по медленной координате Z1 в приближении стандартной β
плоскости имеет вид:

wiβ = z3 (a7 +Bx0a4 +By0a5)−Bz0 (iz1kyia4 + z2a5+

+z5a1 + z6a2) + a3 (Bx0z5 +By0z6) + z8a3. (3.102)

Здесь и далее ω = ω(ki)).
Коэффициенты fiβ , зависящие от начальных условий и характеристик взаимодействующих

волн на βплоскости, представим в виде суммы:

fiβ =
8∑

s=1

zsκsiβ , (3.103)

где κ8iβ = 0.
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Слагаемое κ1iβ имеет вид:

κ1if = γkyi [kym(a2kla
∗
1km

− a5kla
∗
4km

) + kzm(a3kla
∗
1km

−

− a6kla
∗
4km

)]− kyi [kxi
(a21lm + a25lm + a26lm)+ (3.104)

+kyl(a
∗
2km

a1kl − a∗5kma4kl ) + kzl(a
∗
3km

a1kl − a∗6kma4kl )],

Остальные слагаемые в сумме (3.103) отличаются от слагаемых в сумме (3.91) только собственным
вектором z линейного оператора системы (3.593.64).

Отметим, что выражения для коэффициентов t′iβ , p
′
iβ
, w′

iβ
и f′iβ волн в приближении нестан

дартной βплоскости имеют такой же вид, как и коэффициенты tiβ (3.99), piβ (3.100), wiβ (3.102) и
fiβ (3.103) на стандартной βплоскости и отличаются только собственным вектором z линейного
оператора системы (3.723.77). Коэффициент q′iβ при медленной переменной Y1 на нестандартной
βплоскости имеет вид:

qiβ = iz1 [ωa1 − ifHa3 + ifva2 − kxi
a7 −By0(kxi

a5+

+2kyia4) +Bz0(kzia4 − kxi
a6)] + z2 (a7 +Bz0a6 +Bx0a4)−

−By0(z3a6 + z5a1 + z7a3) + a2 (Bx0z5 +Bz0z7) + z8a2. (3.105)

Для всех найденных типов взаимодействий существует следующее соотношение между ин
дексами в полученных коэффициентах: индексы i,m,l соответствуют одной из трех волн, удовле
творяющих условию синхронизма. Таким образом, при взаимодействии трех волн с частотами
ω1(k1), ω2(k2) и ω3(k3) индексы i,m,l = 1 будут соответствовать первой волне, индексы i,m,l = 2

— второй, а индексы i,m,l = 3 — третьей. Индексы m,l, параметр γ и комплексное сопряжение
вектора a связаны с индексом i следующим образом: когда индекс i = 1, то индекс l = 3, индекс
m = 2, параметр γ = 1; когда индекс i = 2, то индекс l = 3, индекс m = 1, параметр γ = 1;
когда индекс i = 3, то индекс l = 1, индекс m = 2, параметр γ = −1, а комплексно сопряженные
компоненты вектора a заменяются на реальные (a∗n → an).

Таким образом получены дифференциальные операторы и коэффициенты трехволновых вза
имодействий для сжимаемых волн в приближении стандартной и нестандартной βплоскостей.
Эффекты сжимаемости представлены в полученных выражениях слагаемым с потенциальной тем
пературой a8, а также собственным вектором z системы магнитогидродинамических уравнений
вращающейся сжимаемой астрофизической плазмы в неупругом приближении.

3.4.3 Неустойчивости типа распад и усиление

Система уравнений (1.142,1.146,1.150) имеет общий вид и описывает параметрические неустой
чивости типа распад и усиление. В случае когда амплитуда одной из волн много больше амплитуд
двух других (ϕ ≫ ψ,χ, ϕ = ϕ0) имеет место неустойчивость типа распад, когда волна с частотой
ω1(k1) распадается на две волны с частотами ω2(k2) и ω3(k3) и с инкрементом неустойчивости
Γ =

√
|f2f3|/t2t3|ϕ0| > 0. В случае когда амплитуда одной из волн много меньше амплитуд двух
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других (ϕ≪ ψ,χ, ψ = ψ0,χ = χ0) имеет место неустойчивость типа усиление, когда волна с часто
той ω1(k1) усиливается двумя волнами с частотами ω2(k2) и ω3(k3) и с инкрементом неустойчиво
сти Γ = (|f1|/|t1|)|ψ0χ0| > 0. Несмотря на общий вид инкрементов неустойчивости, они различны
для каждого приближения силы Кориолиса и каждого типа трехволновых взаимодействий. Разли
чие представлено в коэффициентах fn, rn. Таким образом в приведенных ниже параметрических
неустойчивостях все инкременты взаимодействия различны.

Таким образом, суммируя, для волн на f плоскости имеют место распад или усиление вол
ны Альфвена (ω1 = ωA(k1)) при участии двух сжимаемых магнитогравитационных волн (ω2 =

ωmgr(k2), ω3 = ωmgr(k3)); распад или усиление вертикальной магнитной волны с частотой ω1 =

ωz1(kz1) при участии двух вертикальныхмагнитных волн с частотамиω2 = ωz1(kz2) иω3 = ωz2(kz3);
распад или усиление вертикальной магнитной волны с частотой ω1 = ωz2(kz1) при участии двух
вертикальных магнитных волн с частотами ω2 = ωz2(kz2) и ω3 = ωz2(kz3); распад или усиле
ние сжимаемой магнитострофической волны (ω1 = ωmstrBz

(k1)) при участии либо двух сжи
маемых магнитных инерционногравитационных волн (ω2 = ωmigBz

(k2), ω3 = ωmigBz
(k3)), ли

бо сжимаемой магнитострофической (ω2 = ωmstrBz
(k2)) и сжимаемой магнитной инерционно

гравитационной (ω3 = ωmigBz
(k3)) волн, либо двух сжимаемых магнитострофических волн (ω2 =

ωmstrBz
(k2),ω3 = ωmstrBz

(k3)); распад или усиление сжимаемоймагнитной инерционногравитационной
волны (ω1 = ωmigBz

(k1)) при участии либо сжимаемой магнитной инерционногравитационной
(ω2 = ωmigBz

(k2)) и сжимаемой магнитострофической (ω3 = ωmstrBz
(k3)) волн, либо двух сжимае

мых магнитострофических волн (ω2 = ωmstrBz
(k2),ω3 = ωmstrBz

(k3)). Для волн на нестандартной
f плоскости имеютместо распад или усиление сжимаемоймагнитной инерционногравитационной
волны (ω1 = ωmigx1

(kx1)) при участии либо двух сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных
волн (ω2 = ωmigx1

(kx2),ω3 = ωmigx1
(kx3)), либо сжимаемоймагнитной инерционногравитационной

волны (ω2 = ωmigx1
(kx2)) и волны Альфвена (ω3 = ωAx(kx3)); распад или усиление волны Альф

вена (ω1 = ωAx(kx1)) при участии двух сжимаемых магнитных инерционногравитационных волн
(ω2 = ωmigx1

(kx2), ω3 = ωmigx1
(kx3)); распад или усиление сжимаемой магнитострофической вол

ны (ω1 = ωmstry(ky1)) при участии либо сжимаемой магнитострофической (ω2 = ωmstry(ky2)) и
сжимаемоймагнитной инерционногравитационной (ω3 = ωmigy(ky3)) волн, либо двух сжимаемых
магнитных инерционногравитационных волн (ω2 = ωmigy(ky2), ω3 = ωmigy(ky3)) при fH ≫ 1.

Для волн на βплоскости имеют место распад или усиление волны магнитоРоссби (ω1 =

ωmR1(k1)) при участии либо двух волн магнитоРоссби (ω2 = ωmR1(k2), ω3 = ωmR1(k3)), либо
двух сжимаемых магнитогравитационных волн (ω2 = ωmgr(k2), ω3 = ωmgr(k3)); распад или уси
ление сжимаемой магнитогравитационной волны (ω1 = ωmgr(k1)) при участии двух волн магнито
Россби (ω2 = ωmR1(k2), ω3 = ωmR1(k3)); распад или усиление сжимаемой низкочастотной волны
магнитоРоссби (ω1) при участии двух сжимаемых низкочастотных волн магнитоРоссби (ω2,ω3).
Для волн на нестандартной βплоскости имеют место распад или усиление волны магнитоРоссби
(ω1 = ωmR1(k1)) при участии либо двух волн магнитоРоссби (ω2 = ωmR1(k2), (ω3 = ωmR1(k3)), ли
бо двух сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных волн (ω2 = ωmig1(k2),ω3 = ωmig1(k3)),
либо волнымагнитоРоссби (ω2 = ωmR1(k2)) и сжимаемоймагнитной инерционногравитационной
волны (ω3 = ωmig1(k3)); распад или усиление сжимаемой магнитной инерционногравитационной
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волны (ω1 = ωmig1(k1),) при участии либо двух сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных
волн (ω2 = ωmig1(k2), ω3 = ωmig1(k3)), либо сжимаемой магнитной инерционногравитационной
(ω2 = ωmig1(k2)) и магнитоРоссби (ω3 = ωmR1(k3)) волн, либо двух волн магнитоРоссби (ω2 =

ωmR1(k2),ω3 = ωmR1(k3)); распад или усиление сжимаемоймагнитной инерционногравитационной
волны (ω1 = ωmigβ(k1),) при участии сжимаемой магнитной инерционногравитационной волны
(ω2 = ωmigβ(k2)) и сжимаемой магнитострофической волны (ω3 = ωmstrβ(k3)); распад или усиле
ние сжимаемой низкочастотной волны магнитоРоссби (ω3) при участии двух сжимаемых низко
частотных волн магнитоРоссби (ω1, ω2)

Таким образом получены инкременты неустойчивости двух типов (распад и усиление), име
ющей место в системе для амплитуд трех взаимодействующих волн в неупругом приближении.
Эффекты сжимаемости в найденных инкрементах неустойчивости неявно содержатся в коэффи
циентах взаимодействия fi и коэффициентах ti при производной по медленному времени, которые
включают в себя слагаемые с потенциальной температурой a8, а также собственный вектор z си
стемы магнитогидродинамических уравнений вращающейся сжимаемой астрофизической плаз
мы в неупругом приближении.

3.5 Выводы

В главе получена система магнитогидродинамических уравнений в неупругом приближении
для вращающихся сжимаемых стратифицированных течений астрофизической плазмы с линей
ным профилем энтропии и произведена ее линеаризация. Учет силы Кориолиса произведен в
четырех различных приближениях: приближение стандатной f плоскости, приближение нестан
дартной f плоскости, приближение стандартной βплоскости и приближение нестандартной β
плоскости. Найдены дисперсионные соотношения для линейных сжимаемыхмагнитных инерционно
гравитационных волн и сжимаемых магнитострофических волн в неупругом приближении на f 
плоскости, для различных типов линейных сжимаемых магнитных инерционногравитационных
волн и линейных сжимаемых магнитострофических волн в неупругом приближении на нестан
дартной f плоскости, дисперсионные соотношения для линейных сжимаемых волнмагнитоРоссби
в неупругом приближении на βплоскости и дисперсионные соотношения для различных типов
линейных сжимаемыхмагнитных инерционногравитационных имагнитострофичеких волн и сжи
маемых волн магнитоРоссби в неупругом приближении на нестандартной βплоскости. Описа
ны возможные для всех найденных типов волн трехволновые взаимодействия, удовлетворяющие
условию синхронизма; приведены полученные дифференциальные операторы и коэффициенты
для трехволновых взаимодействий во всех четырех приближениях силы Кориолиса; получены ин
кременты неустойчивостей типа распад и усиление.

Глава 4. Заключение

В первой главе диссертации развита теория течений тонкого слоя стратифицированной плаз
мы в поле силы тяжести со свободной границей во внешнем вертикальном магнитном поле при
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наличии вращения. Получены магнитогидродинамические уравнения в приближении мелкой во
ды при разбиении плазмы на два слоя различной плотности. В частном случае равенства высот и
плотностей каждого слоя магнитогидродинамические уравнения двуслойной мелкой воды сводят
ся к уравнениям однослойной мелкой воды во внешнем магнитном поле, полученным в [30, 31].
Показано, что, несмотря на двухкомпонентность и двумерность поля скоростей в каждом из слоев,
магнитное поле является трехкомпонентным и осесимметричным в приближении мелкой воды.

Развитая теория обобщена на случай сферических течений в приближении бетаплоскости
для силы Кориолиса. Изучены дисперсионные уравнения для двух стационарных течений: внеш
нее вертикальное магнитное поле и горизонтальное магнитное поле. Показано, что в линейном
приближении полученная система допускает решение в виде волн магнитоПуанкаре и магнито
Россби, характеристики которых модифицированы соотношением плотностей слоев плазмы. По
казано, что волны магнитоПуанкаре на βплоскости определяются высокочастотными возмуще
ниями, которыми ранее пренебрегали. Полученно дисперсионное уравнение для волн магнито
Пуанкаре и приведено подробное сравнение волн Пуанкаре на βплоскости с волнами Пуанкаре
на f плоскости. Найдено, что поправка к частоте, связанная со стратификацией во внешнем вер
тикальном магнитном поле, увеличивает фазовую и групповую скорости волны магнитоПуанкаре
при малых kx, уменьшает фазовую и групповую скорости волны магнититоПуанкаре при боль
ших kx и для любых kx уменьшает групповую скорость и увеличивает фазовую скорость волны
магнитоРоссби. Поправка к частоте, связанная со стратификацией в горизонтальном магнитном
поле, увеличивает фазовую и групповую скорости волны магнитоПуанкаре, уменьшает группо
вую скорость волны магнито Россби, увеличивает фазовую скорость волны магнитоРоссби при
малых kx и уменьшает фазовую скорость волны магнитоРоссби при больших kx.

Подробный анализ условий синхронизма волн магнитоПуанкаре и волн магнитоРоссби
продемонстрировал возможность трехволновых взаимодействий этих волн: две волны магнито
Пуанкаре и волна магнитоРоссби; две волны магнитоРоссби и волна магнитоПуанкаре; три вол
ны магнитоРоссби. Методом многомасштабных разложений выписаны уравнения трехволновых
взаимодействий и коэффициенты взаимодействия этих волн. Показано, что реализуются следую
щие неустойчивости: распад волны магнитоПуанкаре на волну магнитоРоссби и волну магнито
Пуанкаре; распад волны магнитоРоссби на волну магнитоПуанкаре и волну магнитоРоссби;
распад волны магнитоРоссби на две волны магнитоРоссби; усиление волны магнитоПуанкаре
в поле волны магнитоРоссби и волны магнитоПуанкаре; усиление волны магнитоРоссби в поле
волны магнитоПуанкаре и волны магнитоРоссби; усиление волны магнитоРоссби в поле двух
волн магнитоРоссби. Несмотря на универсальность полученных уравнений трехволновых взаи
модействий, коэффициенты взаимодействия в полученных уравнениях, и как следствие, характе
ристики найденных неустойчивостей, различаются для каждого рассмотренного случая. Исследо
ванные трехволновые взаимодействия могут играть важную роль в обмене энергией в течениях
астрофизической плазмы.

Во второй главе диссертации исследованы магнитогидродинамические волны в стратифи
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цированной вращающейся плазме в поле силы тяжести в приближении Буссинеска (в устойчи
во стратифицированном слое с линейным профилем плотности). Для течений на f плоскости и
на нестандартной f плоскости получены дисперсионные уравнения и найдены решения, опи
сывающие трехмерные магнитные инерционногравитационные волны (2.12), которые в отсут
ствие магнитного поля переходят в трехмерные инерционногравитацинные волны в приближе
нии Буссинеска в нейтральной жидкости (2.13), и трехмерные магнитострофические волны (2.14),
не имеющие аналога в гидродинамике нейтрайльной жидкости. Найдено, что наличие магнитно
го поля нарушает условие перпендикулярности групповой скорости инерционногравитационных
волн волновому вектору. В частном случае распространения волн в горизонтальной плоскости
(k = (kx,ky)) на стандартной f плоскости найдены решения в виде волн Альфвена (2.19) и магни
тогравитационных волны (2.20). В частном случае распространения волн в горизонтальной плос
кости (k = (kx,ky)) на нестандартной f плоскости найдены решения в виде двумерных магнит
ных инерционногравитационных волн (2.25) и двумерных магнитострофических волн (2.26). В
частном случае вертикальных возмущений на f плоскости и на нестандартной f плоскости най
дены решения в виде магнитных инерционных волн с частотой ωz1 (2.16) и магнитных инерци
онных волн с частотой ωz2 (2.17). Для сферических течений на βплоскости и на нестандартн
ной βплоскости также получены дисперсионные уравнения и найдены решения в виде магни
тогравитационных волн (2.20), одномерных магнитных инерционногравитационных волн (2.65)
и одномерных магнитострофических волн (2.66), аналогичных волнам в плоских течениях, волн
магнитоРоссби (2.46), которые в отсутствие магнитного поля превращаются в гидродинамиче
ские волны Россби (2.47), и волн магнитоРоссби (2.48), исчезающих в отсутствие магнитного
поля. Отметим, что в низкочастотном пределе найдены дисперсионные соотношения для трехмер
ных волны магнитоРоссби на βплоскости (2.50) и трехмерных волн магнитоРоссби на нестан
дартной βплоскости (2.67).

Качественный анализ полученных дисперсионных соотношений показывает условие син
хронизма для следующих типов трехволновых взаимодействий. Для течений на f плоскости ре
ализуются три типа трехволновых взаимодействий: возникновение магнитогравитационной вол
ны при взаимодействии альфвеновской волны и магнитогравитационной волны с частотой; воз
никновение магнитной инерционной волны (2.16) при взаимодействии магнитной инерционной
волны (2.17) и магнитной инерционной волны (2.16); возникновение магнитной инерционной
волны (2.17) при взаимодействии двух магнитных инерционных волн (2.17). На нестандартной
f плоскости при малой горизонтальной компоненте параметра Кориолиса (fH < 1) при взаи
модействии двух магнитострофических волн возникает магнитная инерционногравитационная
волна. Кроме того, исследуя влияние горизонтальной составляющей параметра Кориолиса на об
щий вид дисперсионных кривых на нестандартной f плоскости обнаружено, что помимо опи
санного выше трехволнового взаимодействия, возможно возникновение магнитной инерционно
гравитационной волныпри взаимодействиимагнитострофической волныимагнитной инерционно
гравитационной волны при fH ≫ 1. Для сферических течений на βплоскости реализуются сле
дующие типы трехволновых взаимодействий: возникновение магнитогравитационной волны при
взаимодействии волны Альфвена с магнитногравитационной волной; возникновение магнитогра
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витационной при взаимодействии волны магнитоРоссби и магнитогравитационной волны; воз
никновение волны магнитоРоссби при взаимодействии магнитогравитационной волны и волны
магнитоРоссби; возникновение волны магнитоРоссби при взаимодействии двух волн магнито
Россби; возникновение низкочастотной волны магнитоРоссби при взаимодействии двух низко
частотных волн магнитоРоссби. На нестандартной βплоскости существуют следующие типы
трехволновых взаимодействий: взаимодействия одномерныхмагнитных инерционногравитационных
волн и одномерных магнитострофических волн, аналогичные взаимодействиям на нестандарт
ной f плоскости; взаимодействие трех низкочастотных волн магнитоРоссби. Методом многомас
штабных разложений получены амплитудные уравнения для взаимодействующих волн и инкре
менты двух типов неустойчивостей, имеющих место в системе: распад и усиление. Для каждого
из найденных типов трехволновых взаимодействий показано отличие в коэффициентах и диффе
ренциальных операторах в системе трехволновых взаимодействий.

В третьей главе получена система магнитогидродинамических уравнений сжимаемой вра
щающейся плазмы с устойчивой стратификацией в поле силы тяжести в неупругом приближении.
Исследованы магнитогидродинамические течения в слое сжимаемой устойчиво стратифициро
ванной вращающейся плазмы с линейным профилем энтропии в неупругом приближении. Разви
та теория линейных волн в сжимаемых течениях на стандартной и нестандартной f плоскостях,
получены дисперсионные уравнения и найдены решения, описывающие различные типы волн. В
приближении f плоскости найдены дисперсионные соотношения, описывающие следующие ти
пы волн: сжимаемые трехмерные магнитные инерционногравитационные волны (3.34), которые
в отсутствие магнитного поля переходят в сжимаемые трехмерные инерционногравитационные
волны в нейтральной жидкости в неупругом приближении (3.35); трехмерные магнитострофиче
ские волны (3.36), не имеющие аналога в гидродинамике нейтральной жидкости; двумерные вол
ны Альфвена (3.38); двумерные сжимаемые магнитогравитационные волны (3.39); вертикальные
магнитные инерционные волны, аналогичные найденным в приближении Буссинеска (2.16,2.17).
На нестандартной f плоскости найдены дисперсионные соотношения, описывающие следующие
типы волн: одномерные волны Альфвена (3.47); одномерные сжимаемые магнитные инерционно
гравитационные волны с новыми законами дисперсии (3.48, 3.51), которые при равенстве ну
лю горизонтальной компоненты вектора Кориолиса переходят в одномерные сжимаемые магни
тогравитационные волны в (3.49,3.52), а в отсутствие магнитного поля переходят в сжимаемые
инерционногравитационные волны с новыми законами дисперсии (3.50, 3.53); одномерные сжи
маемые магнитные инерционногравитационные (3.55) и магнитострофические волны (3.57), ана
логичные найденным в приближении Буссинеска, с точностью до слагаемых с частотой Брента
Вяйсяля для сжимаемых течений. Эффекты сжимаемости в найденных типах волн представлены
слагаемыми с частотой БрентаВяйсяля N2

θ для сжимаемых стратифицированных течений, зави
сящей как от исходного профиля плотности, так и от исходного профиля давления.

Для сферических течений в приближении стандартной и нестандартной βплоскостях так
же развита теория линейных волн и получены дисперсионные уравнения. В приближении стан
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дартной βплоскости получены дисперсионные соотношения, описывающие следующие типы
волн: двумерные сжимаемые магнитогравитационные волны; волны магнитоРоссби (2.46), ко
торые в отсутствие магнитного поля переходят в стандартные гидродинамические волны Россби
(2.47); волны магнитоРоссби (2.48), не имеющие аналога в динамике нейтральной жидкости; од
номерные волныАльфвена (3.68); низкочастотные сжимаемые трехмерные волнымагнитоРоссби
(3.70). В приближении нестандартной βплоскости получены дисперсионные соотношения, опи
сывающие следующие типы волн: волны магнитоРоссби (2.46,2.48), аналогичные волнам на β
плоскости; двумерные сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны с новыми за
конами дисперсии (3.80, 3.81), аналогичные волнам на нестандартной f плоскости; одномерные
сжимаемые магнитные инерционногравитационные (3.83) и магнитострофические (3.85) волны
с новыми законами дисперсии, включающими слагаемые с параметром β; низкочастотные сжима
емые трехмерные волны магнитоРоссби (3.86). Эффекты сжимаемости в найденных типах волн
представлены слагаемыми с частотой БрентаВяйсяля N2

θ для сжимаемых стратифицированных
течений, зависящей как от исходного профиля плотности, так и от исходного профиля давления.

В рамках магнитогидродинамических уравнений сжимаемой вращающейся стратифициро
ванной плазмы в неупругом приближении для каждого из четырех различных приближений си
лы Кориолиса развита нелинейная теория волновых процессов. Качественный анализ дисперси
онных кривых всех найденных типов волн выявил существование следующих видов трехволно
вых взаимодействий, удовлетворяющих условию синхронизма. В приближении стандартной f 
плоскости могут взаимодействовать три вертикальные магнитные волны с частотой ωz2 , две вер
тикальные магнитные волны с частотой ωz1 и вертикальная магнитная волна с частотой ωz2 , две
сжимаемыемагнитогравитационные волныи волнаАльфвена, сжимаемая магнитная инерционно
гравитационная волна с частотой ωmigBz

и две сжимаемые магнитострофические волны с часто
той ωmstrBz

, сжимаемая магнитострофическая волна с частотой ωmstrBz
и две сжимаемые магнит

ные инерционногравитационные волны с частотой ωmigBz
, три сжимаемые магнитострофические

волны с частотой ωmstrBz
. В приближении нестандартной f плоскости могут взаимодействовать

две сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны с частотой ωmigx1
и волна Альф

вена, три сжимаемые магнитные инерционногравитационные волны с частотой ωmigx1
, сжима

емая магнитная инерционногравитационная волна с частотой ωmigy и две сжимаемые магнито
строфические волны с частотой ωmstry , две сжимаемые магнитные инерционногравитационные
волны с частотой ωmigy и сжимаемая магнитострофическая волна с частотой ωmstry при fH ≫ 1.
В приближении стандартной βплоскости могут взаимодействовать две сжимаемые магнитогра
витационные волны и волна Альфвена, три волны магнитоРоссби, две сжимаемые магнитогра
витационные волны и волна магнитоРоссби, две волны магнитоРоссби и сжимаемая магнито
гравитационная волна, три сжимаемые низкочастотные волны магнитоРоссби. В приближении
нестандартной βплоскости могут взаимодействовать две сжимаемые магнитные инерционно
гравитационные волны с частотой ωmig′1

и волна магнитоРоссби, две волны магнитоРоссби и
сжимаемая магнитная инерционногравитационная волна с частотой ωmig′1

, две сжимаемые маг
нитные инерционногравитационные волны с частотой ωmigβ и сжимаемая магнитострофическая
волна с частотой ωmstrβ , три сжимаемые низкочастотные волны магнитоРоссби.
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С использованием метода многомасштабных разложений получена универсальная система
амплитудных уравнений для взаимодействующих волн. В каждом из четырех различных прибли
жений силы Кориолиса выписаны дифференциальные операторы и коэффициенты в амплитудных
уравнениях и для всех найденных типов трехволновых взаимодействий показано различие в них.
Также в каждом из перечисленных случаев найдены инкременты двух типов неустойчивостей,
имеющих место в системе — распад и усиление. Эффекты сжимаемости в найденных коэффици
ентах взаимодействия, дифференциальных операторах и инкрементах содержатся в слагаемых с
потенциальной температурой (энтропией) и в собственном векторе системы магнитогидродина
мических уравнений вращающейся сжимаемой астрофизической плазмы в неупругом приближе
нии.
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